6 ； F7> 

前 言 

解折几何是大学数学系的主要基础课程之一，学好这门课对 
干学习数学分析、高等代数、微分几何和力学等课程都有很大的 
帮助，幷且它本身的內容对于解决一些实际问题也是很有用的 • 

本书是以作者近几年在北京大学数学系讲授解析几何课程的 
讲稿为基础编写成的 • 编写中主要考虑了以下几点： 

1. 贯穿全书的主线是阐述解析几何的几种基本方法：坐标 
法，向量法，坐标变換法，点变 換法. 第一、二、三章主要讲坐 
标法和向 i 法，幷且用这些方法讨论了空间中的平面和直线，以 
及常见 曲面. 第四、五章主要讲坐标变換法，幷且用这方法讨论 
了二次曲线方程的 化简. 第六、七章主要讲点变換法，讲了三种 
变換：正交变換、仿射变換和射影变換；讲了如何用点变換法硏 
究图形的性质；幷且运用这狴变換分别讨论了二次曲线的正交分 
类、仿射分类和射影分类 • 

2 . 本书主要讲欧氏几何和仿射几何，同时射影几何的內容 
也占了一定的篇幅.本书在讲射影几何的內容时，紧紧抓住几何 
背景（主要是抓住 * "中心投影”和“把”），从而使读者易于理解 
射影平面、齐次坐标、交比、射影坐标和射影映射等槪念. 

3. 本书注意培养读者对空间图形的直观想象能力，这尤其 
体现在第三章中关于旋转面、柱面和锥面方程的建立，以及专门 
用一节介绍了画空间图形常用的三种方法，画曲面的交线和画曲 
面围成的区域的方法， 

I 

4. 本书论证严谨，同时又力求简明.叙述上深入浅出， 
条理淸楚，注意讲淸所讨论问题的来龙去豚. 

5. 本书在第四章§2结合坐标变換引进了矩阵的槪念，讲 


了矩阵的运算以及可逆矩阵、正交矩阵等內容*这样从第四章 
§3开姶，本书就运用了矩阵的工具，从而使很多叙述和证明变 
得比较简单， 



本书仔细注意了习题的选择和配置.每一节后面都配了 


习题，有些习题是为了熟练掌握正文內容的，有些习题是富有启 
发性的，有的习题是对正文內容的 补充. 加“ *” 号的题较难一 

I 

此 


本书可供综合大学和高等师范院校的数学系、力学系作为解 
析几何敎材.如果周学时为4 + 2( 即每周4学时讲课，2学时习题 
课)，则一学期可讲完全书(加号內容可略 去). 如果周学 
时为3 + 1，则可略去加号內容以及第六章§6和第七章. 
作者衷心咸谢姜伯驹敎授，他仔细审阅了本书初稿，提出了 

I 

许多宝贵的修改意见，尤其是第七章，在他的指导下，作者对这 
一 章的初稿作了修改，使得该章的质量有了很大提高. 

作者咸谢章学诚副敎授和尤承业副敎授，他们曾经对本书初 
稿的提纲提出了宝贵意见 • 作者还要咸谢吳光磊敎授、丁石孙敎 
授、程庆民敎授、田畴敎授以及北京大学数学系几何代数敎硏室 
的同志们给予的支持和帮助， 

由于作者水平的限制，书中缺点错 误在所 难免，诚恳地希望 
大家批评指正. 


丘维声 

1986年4月于北京大学 
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第一輋向童代数 


解析几何最基本的方法是坐标法，即，建立一个坐标系，使 
得点用有序实数组(称为它的坐标）表示，从而图形可以用方程表 
示，通过方程来硏究图形的性质.坐标法的优越性在于它利用了 
数可以进行运算的优点.那末，能否把代数运算直琦引到几何中 
来？即什么样的儿何对象能够做运算？我们从力学中知道，力、 
速度这些量旣有大小、又有方向，它们可以用有向线段来表示， 
力（或速度）的合成可以通过有向线段来进行.这类旣有大小、.又 
有方向的量称为向量(或矢量），本章要硏究向量的代数运算.利 
用向量的运算来硏究图谚性质的方法称为向量法，它的优点在于 
比较直观，幷且它在力学、物理学中也有重要的应用.在解析几 
何中，常常把向量法和坐标法结合起来使用. 

• I 

§1向羞及其线性运算 

t ^ 


1.1 向霣的槪念 

旣有大小、又有方向的量称为向最(或矢置)，向量用符号 

办， c ，… ，或 & c ，… 表示. 

一个向 最《 可以用一条有向线段 A 来表示，用这条线段的 
长度1 AS | 表示的大小，用起点 A 到终点 J 5 的指向表示《的方 
向（如图 1.1). 



* 




规定长度相等幷且方向相同的有向线 
段表示同一个向量.例如，若 A 表示向 
量 fl ， 则@经过平行移动得到的有向线 


m l.i 





B _ — ^7 段@ 仍然表示向量 《 (如 

/ 图1.2)讎我们记作 

〆 —— * c = 6 b • 

图 1.2 我们今后把向量的大小 

也称为向量的长度.向量《的长度记作 l«U 

长度为零的向量称为 零向量 ，记作 o . 零向量的方向不 确定. 
长度为1的向量称为单位 向量. 与《同向的单位向量记作 
与《长度相等幷且方向相反的向量称为的反 向霣 ，记作 -«« 

例如&是@的反 向量，因此 A = - A • 

1.2 向置的加法 

■ 

我们知道，接连作两次位移@ 

n 

和的效果迠作了位移 iS (如图 
】.3),由这个实际背景我们作出 

定 g . l 对于向量_^,6,作有 ^ 

向线段 A 表示《,作 iS 表示6, 把 A 表示的向量 《 称为 《 
与&的和，记作 c = a + 6( 如图 1.4), 




洼1若另穸一个起点 A lf 作^^；表示 a , 作&表示6, 
则容易说明 M 与&表示同一个向量（如图 1.4). 因此向量的 

加法与起点的选择无关. _ 

洼2也可以从同一起点0作6^表示 a ，作<5^表示6,再 

作平行四边形则容易说明5&也表示向量(如图 1.5). 






c 

■ 


图 1.5 


向量的加法适合下述规律： 

(1) 结 合律： (a + 6 )+c = a + (fc + c >, 其中 是任意 

向量； 

(2) 交 換律 ： a + 6 = 6 + a , 其中《，办是任意向量； 

(3) 对任意向量 a ， 有《 + 0 = <»; 

(4) 对任意向量\有《 +(-^ 

(1) 的证明 作^表示《,作 A 表示6，作5 &表示 c 

(如图1.6)，则&表示《 + &， 

0 C 表示 （a + 6) + c ; 又 AC 表 

示 b + c ， OC 表示 a + (6 + c ), 

因此有 

(a + 6) + c = a + (6 + c >. 

其余规律类似可证得， 

本书中用符号表示用 B 来规定 A , 读作 “A 定义 

成 

向量的减法的定义为： 

定义 1.2 • a — 6 :=ot + 〈一 6). 

若 a , 6分别用同一起点的有向线段 0~ A , OB 表示，则 
a — 6 = OA — OB = 0 A . + ( — 0 B ) = 0 A + BO = BA . m 





容易看出，对于任意向量《,&， 

都有 

|«+ 6|<|«| + |6|, 

这个不等式称为三 角形不等式， 它是 
用向量的形式表示：三角形的一边不 


向量的数霣乘法 
定义 1.3 实数 A 与向量《的乘积； Ur 是一个向量，它的长 

度为 

|Aa|:=|A||a|, 

它的方向当 A>0 时与《相同，当 A<0 时与《相反. 

对于任意向量《，由于 |0«f 丨 =0M =0，所以 0a = 0, 同理， 
对一切实数 A 都有 A0 = 0. 

.设《年0,因为 |«| _1 a 与《同向，幷且 

I 1«1 -1 «1 = l a l"M a l = 

所以<»»= 把一个非零向量 a 乘以它的长度的倒数，便 

得 到一个与它同向的单位向量《«,这称为把《单 位化. 

向量的数量乘法适合下述规律：对于任意向量《,&和任意 

实数又，只有 

(1) la ^ a 9 (-!)«== — aj 

( 2 ) A(/ia) = (A/i)a, 

■ 

(3) (A + /i)a^A« + /ia ； (1.1) 

(4) A(a + 6) = Aa + kb m (1 # 2) 

关于 （1) 和 （2) 可以用定义 1.3 直接验证 # 

(3) 的证明若《 = 0或者>1,)«中有一个为零时,则等式 （1.1) 
显然成立.下面设夂#都不等于零，幷且 

情形 1. 若同号，则{与 / z« 方向相同，因此有 

| A« + ^ia | = IA«| + |/ia| = |A| |a| + 丨 /x 丨丨 a| 


o 



图 1. 

大于另两边的和_ 


1.3 



=( I 乂 I + IM ) l a l ， 

又有 

I(A + / i ) a | = |A + / z | | a | (| A | + |/ i |)| a |, 

因而 

|Aa + / i «| = I (A + ju ) a ) , 

幷且当入，从同号时，显然 A « + / i « 与(又+ /0«同向，所以 

(A + n)a = Aa + ^« # 

情形 2. 若异号，由于 A 和 / i 的地位是对称的，因此不 
妨设^ > C ,/ i <0. 又分以下三种 情形： 

2.1) 若 A + /x = 0, 则等式 (1.1) 的左边为 M = 0,右边为 

Aa + ( — A)<* = Aa + ( — l)(Aa) = Aa 4■(- Aa) = 0> 

因此 (1.1) 式成立， 

2.2) 若 A + / O >0， 因为 A + iC >0, - P >0， 于是由情形1知 

匸（又 + 〆）+ ( — — (A + + ( — ， 

即得 

Aa = (A + / x)a + ( — fia )， 

从而有 

(又 + ft/)a = Aa + / za # 

I 

I 

2.3) 若 A + ； i <0, 因为 A + / x 与 - A 同号，于是由情形 1 知 

■ 

匸 （A +/■*) + (_ A)Ja = (A + / i)a + ( - A ) a # 

类似于 2.2)可得(1.1)式 # 

(4) 的证明若 A = 0 或者中有一个为 0， 则 （1.2) 式显 
然成立 # 下面设 A ^0，《^0,6#0. 

若和6平行，则存在实数 a 使得6 = pa , 于是 

A(a + 6) = A(la + / xa ) = + / i ) a ] 

=[ 义 （1 + fO] a = (A + A/i)a 

=Aa + ( A / i)a = Aa + A (^ a ) 

^ Aa + Xb % 




荇 a 和土不 f 行，那末当 A 

>0时，货& ，❸分 别表示 

^于是5^表示 a +6;作 5 b, 
CD 分别 表示; U，>U (如图 1.8). 
则△0凡000么0(7£>,从而必在 


+ &)} 


图 


1.8 


直线上， 


又 OD 表示 Aa + A 6， 所以有 


于是表示 A (« 


A(a + 6) 

当 A <0 时可以作类似讨论， 


s= ka + kb 9 


1.4 共线（共面）的向量组 

h 

向量的加法和数量乘法统称为向量的线性运算. 

设《:，《2，…，《«是一组向量， U 2 , …是一姐实数，则 

I 

fc 1 a 1 + & 2 a 2 + …是一个向量，称它是向量组 a i , a 2 , …， fl n 
的一个线 性组合 ，称 h ，…， I 是这个组合的 系数. 

定义 1.4 向量组若用同一起点的有向线段表示后，它们在 

■ 

一 条直线(一个平面）上，则称这个向量组是 共线的(共面的)， 
若《与6共线，则记作 a // 6, 

显然0与任意向量共线；共线的向量组一定共面；两个向量 
一定共面》若<» = A & (或者6 =叫），则 a 与6 共线. 

命题 1.1 若《与6共线，幷且《今0，则存在唯一的实数又 

!*• 

使得 fc = 

证明 存在性.若《与6同向，则从而有 

b = | 6 | 6° = 1 5 |«° = [6 |([a| = ( | 6 | | a I" 1 )®, 

取；即得 & = A «. 若 a 与&反向，可以类似讨论. 
唯一性.假如 6 = 则 ( A - 〆 ><* = ()，因为 a 年0,所 

以 A —从= 0，良口又= /*• 

命题 1.2 “ 与 6 共线的充分必要条件是存在不全为寧的实 


数儿 ，化 使得 


Xa + {ib = 0. (i.3) 

证明必 要性. 设《与6共线，若《 = 6 = 0,则有 + 

= 0 . 

若“与 6不全为0，不妨设《与0，则存在实数 A 使得& ：=又《， 
从而有 • 

■Afl + ( - 1) 厶 = 0. 

囑 

充分性.若有不全为零的实数使得 （1.3) 式成立，不妨 

设 A 乓0,则由 （1.3) 式得《= - ffc , 因此《与共线. 

推论 1.1 «与&不共线的充分必要条 件是： 从(1.3>式成立 

可以推出 A = jti = 0. 

命题 1.3 ^ c^Xa + fib, 则 共面. 

证明若《//1则《，6'共线，从而它们共面，若《氷6, 
则当； 1>0, #>0 时，由图 1.9 知， a,fc，c 共面.对的其他取 
値情况，可以类似讨论. 



图 1.9 图 1.10 

、 

命題 1.4 若《，6,<：共面，幷且 0 与6不共线，则存在唯一 
的一对实数 A ，/* 使得 

c = Aa + 

证明存在性 ._/ A 同一 1点0作^ 

OA = a, OB = b 9 OC ^ c # 

过 c 作 CD // OB，j 与直线 OA 交因为 52) 与《共线，所 
以有实数 A 使得 = 同理有& = 因此有 



c = OC — OD + DC ^ Act + iib. 


_ 一性 • ^ iinc-Xa + fib = + 则有 

(A — k{)a + ( 卩 一 ~) & = 0， 

因为 a 与 ft 不共线，根据推论 1.1 即得 


A — Ai = 0 ， ju — /ij = 0 


于是又=又1， " = 


命题 1.5 

kAA 使得 


，&, c 共面的充分必要条件是有不全为零的实数 


^a + & 2 fr+ & 3 c = 0. 


a .4) 


证明必要性.设 He 共面， 若 alb ， 则有实数 A ， p 使 


得 c = Aa + iib % fip 


Aa + + ( - 1) 


0. 


若 《// l 则有不全为零的实数使得 Aa + p & = 0, 从而有 


Pia + fib ^ 0 C 




充分性.不妨设^乓0,则由（1.4>式得 





6 — 



kl 
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因此共面. 

推论 1.2 a , 6, C 不共面的充分必要条 件是： 从 (1.4) 式成立 
可以推出 = = 0. 

由于上述这些命题，使得向量的线性运算可以用来解决有关 
点的共线或共面问题，直线的共点问题以及线段的定比分割问 
题；幷且这些命题是建立向量的坐标的依据. 

例 1.1 试证：点 M 在线段上的充分必要条 件是： 存在 
非负实数 A ,/ i 使^ _ 

OM ：= AOA + / iOJ 3, 且 A + " = l , 

其中0是任意取定的一点. ^ 

证明必要性.设 M 在线段上，则 A 1& 与 A 同向，幷 



KO^\AM \^\ AB \ 9 所以 

AM = IcAB ， 

* 

任取一点 0, 由上式得 o "^- o 1 = / c ( c ^ — &), 即 

0M = (1 — fi)0A + fiOB 9 

取 ； 1 = 1— 七 ， = 贝 ljA + /i=l ， 幷且 A>0 ， fi>0 9 
充分性.若对某一点0有非负实数 A ，/ x 使得 


则 


0 M = A 0 A + 从 0 丑， 且入 + M = 1 ， 


AM 




0M - 0A = (A0A + fiOB )—( 又十 ix)0A 


= p (05 - 0 A ) - jiAB ^ 

于是与 A 共线，所以从在直线 ab 上.由于所 
以 M 在线段 上. 

例 1.2 试证： 三点 A , B ， C 共线的充分必要条 件是： 存在不 
全为零的实数 kM ， V ， 使得 


K0A + tiOB + pOC 


幷且 A + /i + y = 0, 


其中0是任意取定的一点， _ _ 

证明 必要性.若共线，则 A 与 A 共线,于是存 
在不全为零的实数使得 


kAB + lAC = 0 % 

任取一点0，由上式得 


kCOB^ 0A) + l(0C- 0A> = 0, 


4 


即 一 （七 + + 夂 0 J 9 + 10C = 0« 

取又=一 （& + Z )， n ~ k 9 V = 则得 

, 、 厂、 — 、 

X0A + iiOB + vOC = 0, 且又 + M + P = 0* 

充分性.若对某一点0,有不全为零的实数;使得 



AOA + jiOB + vOC — 0 ? 且又十 M + v = 0 


则 A = 一 （只 + p 〉， 于是 


i«pp^ 


(只十 v)OA + iiOB + vOC 


J 


即 


“（OB 一 0-A) + v(^OC — Oyl) " 0 


也就是 MB + vAC ^ Q . 易说明 P 夕不全为零，从而得 AB // AC , 
所以 HC 7 共线. 


习题1, 

1 . 已知平行四边形 ABCD 的对角钱为 AC 和 5 D ， 设 

a, BD=b 9 求 AS, BC, CD 和 DA. 

已知平行四边形 ABCD 的边 BC 和 CD 的中点分别为尺 

S 

和 L ， 设& = A，AL = /, 求 iS 和 (5 b . 

证明： m 是线段 ab 的中点的充分必要条 件是： 对任意 

点0有0"^=音(0乂+0丑). 

设 M 是平行四边形的对角线的交点，证 明：对 


任意一点0, 有 0 M 




(0 A 十 0 B + 0 C + 0 D ) # 


5. 设是的三条中线， mAB f AC ^ 

示 Xb 底 茂， 幷且求 + & + 


争 


设 A ， B ， C ， D 是一个四面体的顶点， M,iV 分别是边 AB $ 


CD 的中点，证明 MAT 




(AD + BC ) # 


■ 


证明： 对任意向量都有 

| a + 6 | ^ | a | + \b\ 9 


这个不等式称为三 角形不 等式. 等号成立的充分必要条件是什 
么？ 
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8. 证明：若《，6，<： 共面，则其中至少有一个向量可以表示 
成其余两个向量的线性组合.是否其中每一个向量都可以表示成 
其余两个向量的线性组合？ 

9. 证明：点 M 在直线上的充分必要条 件是： 有实数 A , 
^使得 

0 M = XOA + fiOB 9 幷且又+ 从=1, 

其中0是任意取定的一点. 

10. 证明： •四点乂,5,0，£)共面的充分必要条件是 ： 存在不 

全为零的实数^ 使得 

j ■ 

AOA + / iOJ 3 + vOC + ojOD = 0,且 A + /i 十 v + w = 0， 

其中0是任意取定的 一点. 

11. 设 A ，5, C 是不在一直线上的三点，则点 A / 在 A , B , C 决 
定的平面上&充分&要条&是： f 在实数^ W 使得 

OA / = AO_A + 从0五 + p OC , 且又 + M + p = 1, 

其中0是任意取定的一点. 

12. 证明：点 M 在 AA 0 C 內(包括三条边)的充分必要条件 
是： 存在非负实得 _ 

AM = A - AjB + fiAC y 曰 A + 从^^1, 

13. 证明： 点 M 在 AABC 內(包括三边)的充分必要条 件是: 
存在非负实数 Aw 使得 

OM = AOA + fiOB + vOC 9 且又 + /x + p = 1, 

其中0是任意取定的一点. 

14. 用向量法 证明： 平行四边形的对角线互相平分. 

15. 用向量法 证明： 三角形 AfiC 的 三条中 线相交于一点 M , 
幷且对任意一点0有 

dM = ^(OA + ds + OC) t 

3 

16. 用肉量法 证明： 四面体的对棱中点连线交于一 



点幷且对于任意一点0有 


0 M = 士 (OA + 0 B + 0 C + 0 D ). 

17. 在中，五,尸分别是 AC ， AB 上的点，幷且 
\0 A 9 AF = 设召五与 CF 交于 G , 证明 


M = ♦ 仙 ， GF = ±CF 




*18. 用向量法证明契维定理：若三角形 AJ 5 C 的三边 
依次被分割成 

AF：FB = X ： fi 9 BD ： DC^v：K CE..EA = fi ： v 9 

其中 Aw 均为正实数，则三角形 A £ fC 的顶点与对边分点的连 
线交于一点 A /， 幷且对于任意一点0有 

o^=x^~r +p ^ A + A( ^+^). 


*19. 用向量法 证明： 三角形 ABC 的三条角平分线交于一 
点幷且对于任意一点0有 

q^j _ aOA + bOB + cOC 

a+b+c y 

■ 

其中 a ， b ， c 分别是 A ， B ， C 所对的边的边长. 

*20. 设 A !，、 ，…， 是正 n 边形的顶点，0是它的对称 

H 

中心 • 证明+ OA .2 + + OA n — 0* 

*21. 设一个区域 G , 如果连结它的任意两点的线段上的每 

一 点都是 G 的点，则称 G 是凸的 • 证明： 由同一点出发的向量 

• . 

x = ^ 1«1 + Kz a Z + — + km a m 

的终点组成的区域是凸的，其中 I ,"•汰„»都是非负实数，幷且 

^1+ — +/ Cm = 1* 




n 





§2 仿射坐标系和直角坐标系 


向量法的优点在于比较直观，但是向量的运算不如数的运算 
筒洁，为了取长补短，我们给向量引进它的坐标，同时给点也引 
进它的坐标，把向量法与坐标法结合起来使用* 




向量和点的仿射坐标、直角坐标 


定理 1.1 空间中任意给定三个不共面的向量 q , e 2 , e 3 , 则任 

意一个向量可以唯一表示成的线性组合 • 

_ iim # 性二 取一点0,作 
0 A X f 0 A 2 ,0 A Zt 0 M 分别表示 

. 过 M 作一直线与 CM 3 平 

行，且与 04 和 0A 决定的平面 
交千 N • 过 JV 作一直线与 OA 2 平 

行，幷且与0皂交于 P . 因为 



图 1.11 


OP H 




2 > 


NM U 


所以分别存在实数使得 



xe l9 PN = ye 2y NM = ze 3% 


从而 


0M =0P + PN 



NM 




xe x + ye z + ze Zm 


唯一性.若 


0M 二 xe x + ye z + ze 3 = x 1 e 1 + + 2 t e Z9 


则得 


(X — x l ^e i + Cv — J/ 2 )e 2 + (之一 ^i)e 3 = 0* 


因为 《 l , e 2， e 3 不共面，所以、 


即 


-A n 


x-x lf y 


一 ^ = 0, 
z ― z x ^ 


定义 1.5 空间中任意三个有次序的不共面的向量 
称为空间中的一 组基. 对于空间中任一向量 rn , 若 

m - xe x + ye 2 + ze 3y 

则把有序三元实数组 ( WP ) 称为 m 在基 c ,, c 2 , c 3 中的 坐标. 

, 向量有了坐标后，我们再对空间中的点也弓]|| 坐标. 由于空 
间中取定一个点0以%任意一个点 M 与向量互相唯 •一决 
定，因此我们把向量称为点 M 的定 位向量 (或矢 径). 

定义 1.6 空间中一个点0和一组基合在一起称为 
空间的一个仿射标架或仿射坐标系，记作 [ OA ，《 2 , e 3 ]， _^中0 
称为原 点， 对于空间中任意一点把它的定位向量在基 

中的坐标称为点 M 在仿射标架 [0 W 2 ,« 8 ] 中的 坐标. 

由定义 1.6 知，点 M 在中的坐标为 0 c ，3/#> 的充 
分必要条 件是： 

0M = xe x + ye 2 + ze Zm 

以后我们把向量 M 在基中的坐标也称为在仿射 
标架中的坐标. 

空间中取定了一个仿射标架后，由定理 1.1 知，空间中全体 
向量的集合与全体有序三元实数组的集合之间就建立了—— '对 
应；通过定位向量，空间中全体点的集合与全体有序三元实数组 
的集合之间也建立了 对应. 

设 [0 W 2 ，《 3 ] 为空间的一个仿射标架，过原点0,且分别 
以 《 l ， e 2，《3 为方向的有向直线分别称为 X 轴，#轴， S 轴，统称 
为坐标轴，由每两根坐标轴决定的平面称为坐标 平面， 它们分别 
为 xOy ， yOz t 平面.坐标平面把空间分成八个部分/称为 
八个卦限（如图1.12)，在每个卦限內，点的坐标的符号是不变 
的， 

将 右手的拇指和食指分别指着 x 軸和 y 轴的方向,如 果中指 
所指的方向与 z 轴方向在 rOy 平面同侧，则称此坐标系为右手 
系， 否则称为 左手系 (如图 1.13)， 
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令手系 左手系 

图 1.12 图 1.13 


定义 1.7 如果 力'2'3 两两垂直，幷且它们都是单位向量， 
则 [0; Cl ,« 2 ，《 3 ：] 称为一 个直角标架或直角坐标系. 

若〜两两垂直，则它们一定不共面，因此直角标架是 

特殊的仿射标架， 

点(或向量)在直角坐标系中的坐标称为它的直角 坐标， 在仿 
射坐标系中的坐标称为它的仿射 坐标. 

类似地可讨论平面上的仿射坐标系和直角坐标系. 

I 

2.2 用坐标作向霣的线性运算 

取定仿射标架力]，设《的坐标是(七, &的 

15 



坐标是则 

<1 + 6 = (fllh ++ £13^3) + (&1 赶 1 + 办 2®2 + ^ 3 ® 3 ^ 

= {cl x + b x )e x + ia 2 + t 2 )e 2 + (a 3 + b z )e^, 

所以 + 办的坐标是 ( fl l +， a 2 + 办2 ， a 3 + 办3)-这说明：向量和的 

坐标等于对应坐标的和. 

对于任意实数 A ， 有 

I 

Ka - X(a t e t + a 2 e 2 + <3 3 e 3 ) = (Xa l ')e l + (A<j 2 )c 2 + (Aa g )tf 3 , 

所以; U 的坐标是这说明：《乘以实数 A ， 则它 

的坐标就都乘上同一个实数灰 

由上述得：《 - 6的坐标是 (q - - b 2 , a B - 6 j ) # 

定理 1.2 向量的 g 标等于其终点坐标减去其起点坐标 • 

证明对于向量泣 ， f 的坐标分别 J^(^i 
<^ a , , 它们也分别是 OA f OB 的坐标 • 因为 AB =： OB - OA ， 

所以乂 5 的坐标是 ( x 2 - x x , y 2 - y lf z ^- 乇) • 

点 M 的坐标是它的定位向量 A 的坐标 I 向量的坐标等于其 
终点坐标戚去其起点坐标，这两句话表明了点的坐标与向量的坐 

标之间的关系 • 

2.3 三点(或两向量)共线的条件 

I 

定理 1.3 在三个点所在的平面上取一个仿射标架 
[0,^,^], 设 A ， B ， C 的坐标分别是 

(尤1，夕1)，（心，友2)，（尤3,^3)， 

则三点 A , B t C 共线的充分必要条件是 

^1 ^2 ^3 

Pi 2/2 yz 
1 1 1 

_ 

证明必要性.设三点 H c 共线，则由例 U 2 知，存在不 
佥为零的实数 〃使得 
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AOA+mOB + pOC^O, 且又 + + v = ( 1 # 6 ) 

(1.6) 中向量的等式用坐标写出就是 


kx x + fix 2 + vx z = 0 , 

+ fiHz + vy z - 0 # 


(1.7) 


用 V 


(A + /0代入 （1,7) 式得 


又 （欠1 - 父3) +欠2 - 欠3)二0, 

-v^> + M (夕 2 — = 0. 


(U8) 


因为 Aw 不全为零，于是据 （1,6) 知， A ，/ i 不全为零，从而未 
知量为的齐次线性方程组 


产 !- 巧 ) 尤 + - A) 户 0, 

有非零解 } x = = 因此它的系数行列式 

X 3 x 2 ^X 3 I 

= 0 # 

y 广 y 》 Vz — Vz 

于是有 



( 1 , 10 ) 


1 

即得 


— X 3 欠 2 —无 3 X 3 

y \ 一夕 3 少2 — 夕3夕3 
0 0 1 




充分性，如果 （1,5) 式成立，则 （1.10) 式成立，从而齐次线 
性方程组 (1,9) 有非 零解 ： x = k ， y : ix . 于是得 (1.8) 式. 令1/二 
-a + M ), 则得 (1.7) 式，所以 (1.6) 成立， 据例 1.2 知， A , B t C 


共线 • 

定理 1.4 设两向量 a , 6在空间仿射标架 [<>>4 ，力， e 3 ] 中的 
坐标分别是 ( a u h ， a 3 )， ( Hb 丄 则 a 与6共线的充分必要条 

* •. P M. 
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件是 


L 



证明必要性.设《与办共线.假如《 = 0,则 （1.11) 显然 
成立.下设《乓0,于是有实数&使得& = &«,所以 

= k/H， 1 : 1 >2 > 3 * 

从而 


a l b l 


a x k^x 

1 flg &2 


^2 * 


同理， （1,11) 中的其余两个行列式也为零， 

充分性.设(1,11>式成立，如果中有一个为0,则结论 
显然成立.下设《年0, ^^0. 于是不妨设年0， h 年 0( 其余情 
况可类似讨论).因为 



x b 2 - a 2 b x , 


所以 fll 6 2 = G 2 fc “ 从而有 




h 




fl 2 • 


把这个比値记作 t ， 则得 b z ^ ka 20 因为 


0 


a 3 办3 

所以^3 = ka 3m 于是有 


— = a i(b^ 一 k, a ^) 


Oh = (Ji a i 次 a 2 ， k a 3 ) ， 


从而得 = 囟此 《 与&共线 


2.4 线段的定比分点 

对于线段 ab ( a 年 B ), 如果点 c 满足义6 =又65,则称点 c 
分线段成定比当 A >0 时， E 与&同向，点 C 是线段 


♦ 
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內部的点，称 C 为內分点；当 A <0 时，！^与反向 ， C 
是线段 AJ 3 外部的点，称 C 为外分点；；1 = 0时， C 点与 A 点重合; 

假如又 =_ 1，贝 ij 得 AC = - ,即 AB = 0， 矛盾，所以又年一 1. 

命题 1.6 设 B 的坐标分别是 ( hW 2 ), 则 ( 
分线段 AS 成定比 A ( A 专 - 1>的分点 C 的坐标是 * 



+ kx 2 


f /. 4- Af /^ 


( 1 . 12 ) 


证明 设 C 点的坐标是 ( x ， y ). A"S = A &， 用坐标写出就是 


解得 


f x — x l - A ( x 2 — x ) ， 

n: 又（夕2 一 夕）， 

U ^ =又 <>2 一艺) • 


x x + Xx 2 y x + Xy 2 z x + Xz 2 

- rxir ^= — ttt — = —mr 


推论 1.3 设的坐标分别为 （欠1 ，夕1 ，怎1)， （欠2，少2，怎2)， 

则线段 乂 B 的中点的坐标为 


X 


x t +x 2 

^ 2 ~ 



J / x +!/2 

^ 2~~ 



例 1,3用坐标法 证明： 四面体对椟中点的连线交于一点 • 


证明 设四面体的椟 AB ， 
AC ， AD ， BC ， CD , Z ) B 的中点分别是 
B，，C'，D'，E，F，G. 

取仿射标架[乂 ；乂丑， AC , AD]， 
则各点坐标分别为： A (0,0,0), 

B(l ， 0 , 0 ), C( 0 , 1 , 0 ), 0 ( 0 , 0 , 1 ), 

O , o )，«。)， 
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D/ (。， 0 ，1)， £ ( H ， Q )， F ( Q ，+，+)， G (^ ,0, y )* 

设厌 尸与£>，五 交于点 MOc，y)， 设 £TiVf=/c^ ，0’~^ 
^= im 1 b 9 则 M 的坐 标为： 


^ + • 0 0 + ^ * -j 0 + /cy 0 + i 



解得 ^ 



-ifk = i . 从而 m 的坐标为 (+，+, 

设 WF 与 C 7 G ? 交于 M 、 同理可求得 M / 坐标为 d , 


1 


1 


4 



所以 M 与重合，即 FF ， ZyE ， CG 交于一点… 

■ 

洼此题在写出各点坐标后，也可以先求出的中点坐 
标为 d / e 的中点坐标为 d+H we ? 的中点坐 

标为(如如+)，这说明点 M (如 H ) 是丑7，/)'£斤(?的公 

共点，从而得证. 

在用坐标法解决问题时，一定要注意针对问题的特点选取合 
适的坐标系. 


习题 1.2 

4 

1. 在一个仿射坐标系中画出下列各点： 

■ P (1，3,4), Q (-1，1,3〉， M (- 1， 一 2, -3). 

2. 给定直角坐标系，设点 M 的坐标为 0， y )， 求它分别 
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对于: cO # 平面， x 轴和原点的对称点的坐标， 

3. 设平行四边形力 BCD 的对角线交于 JVf 点，设 

DP =^ LdB f CQ ^~ CA . 

5 b 

取仿射标架 [ A ; $ , Ai >], 求点的坐标以及向量 K 
的坐标. 、 

4. 对于平行四边形 求木 AyS , A 在仿射标 

架 [ C ; & ,沛]中的坐标. ^ 

5. 设为正六边形，求各顶点以及向量 

在 [ A ; $，^ '] 中的 坐标. 

6. 已知5^ = e 1? OB = e 2 , OC = e 3 是以原点 0 为顶点的 

平行六面体的三条棱，求此平行六面体过点 O 的对角线与平面 
ABC 的交点 M 在仿射标架 [0 …， e 2 ，《 3 ] 下的 坐标. 

7. 设 《 fj，c 的坐标分别是（1，5,2),(0，-3,4)，（-2,3, 

■ 

- 1), 求下列向量的 坐标： 

1) 2« - ^ + c ； 2) - 3« + 26 + 4c. 

8. 已知平行四边形 ABCD 中顶点 A t B t C 的坐标分别为 
(1，0,2)，（0,3, - 1),(2，-1,3)，求£>点和对角线交点 M 的 坐标. 

9. 判断下列各组的三个向量 《,&， c 是否共面？能否将 c 表 
示成 a , 6的线性组合？若能表示，则写出表示式 # 

_ 

1) fl (5,2, l )， K - l ,4,2)， c (- l ,- l ，5); 

2) «(6 ,4,2) , 6( - 9,6,3), c ( — 3 ,6,3 )j 

3) -3),* (-2, - 4,6>, c ( l ,0,5). 

10. 设点 C 分线段 A B 成5:2,点 A 的坐标为 (3 ，7,4)，点 C ? 
的坐标为（8,2,3)，求点 B 的坐标. 

11. 用坐标法 证明： 三角形 ABC 的三条中线交于一点 • 

若 (：的坐标分别为 (A Wi )，（ x 2 ， y 2 ,2 2 ), ( r 3 w 3 )， 求 

A ^ BC 的重心的坐标. 


2 $ 



12 . 在 AABC 中，设凡 0 ，及分别是直线 AS, 丑 C,CA 上的 
点，幷且 



AP =APB f BQ =iiQC , CR ^vRA 
证明 P ， Q，R 共线的充分必要条件是 A/iV = - 1 . 



§3 向量的内积 


有关长度、角度问题如何利用向量来解决？从力学中知道， 
若力 F 使质点 A 位移则 f 做的功 W 
为： 

IFjI |5| = \F\ |5|cosa, 

其中 ， 1 是尸 沿 S 方向的分力， a 是 f '与 
S 的夹角，在求功 W 的式子里出现了向量 
的长度，两向量的夹角，从这物理背景受 
到启发，为了解决有关长度、角度问题，需要考虑类似于功 W 那 
样的数量，它是由向量 F 和 S 确 定的. 由于求功#的第一步是 
求分力所以先来考虑类似于分力那样的向量. 

3.1 射影和分量 

给了向量《和单位向量《，显然《可以分解成： 

ff = Ofj -f « 2 , 

其中 《"/«， 《 2 丄《,幷且这样的分解 
法是唯一的，这是因为假如还有 

a = b 1 + b 2 , b' j} • ， b t _Le ， 

图 1.16 则得（“广备 l ) + ( a 2 -卜 ） 55 0，- 即 

•s 

1 - 办1 = - a 2 •因为容易 说明 

(«j — 6,) /I e f (&2 — 

所以 aj - ^! = 6 2 - a 2 = 0» 

即 = a z ~ ^2* 

定义 1,8 若向量 azzh + h ， 其中 A //«，《 2 丄《,«是单位向 
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量， 则称〜 在方向《上的內射影(简称射影)；称《 2 是▲沿 
方向《下的外 射影. 

定义 1.9 若七是《在方向 e (单位向量）上的內射影，则存 
在唯一的实数 A 使得心 = 这个实数 A 被称为《在方向《上 

的 分置， 记作 EUa . 

约定向量 a 与 b 的夹角<«，&>(或记成<& ， fl >) 是指不大于《 
的那个角，即， 

命题 1.7 向量 a 在方向 e (单位向量)上的分 量为： 

n* |«|cos<«,e>. ( 1 . 13 ) 

证明 用 A 表示 FUa , 则所以 | A 1=|«1. 由直角 
三角形的解法知， 

|«il = |«| |cos<a,c>| # 

当 < tf , ◊为锐(钝)角时，〜与《同(反）向，从而 A >0( A <0>. 因此 

n # a =又= | a | cos < a ， e > # 

命题 1. S 设 e 为一个单位向量，则对任意向量 a ，6 有 

n.(a + 6> = n .« + n . ( 1 . 14 ) 

n .( Aa ) = A ( n . a ). ( 1 . 15 ) 

证明 建立直角标架 
a = OM = OP+ PN + NM 

= jcc + ye 2 + ze Zy 
其中 OP : xe，PN = y 金爻， 

NM = ze 3m 由三垂线定理 
■ 

知， MP 丄 OP . 所以是 
« 在方向 《 上的內射影，从 

而得这说明 ru « 图 1.17 

就是 a 的第~'个直角坐.标， 

于是据“向量和的_坐标等于对应坐标的和”便 得到： 

n〆 。 十 6) = n.« + n 人 
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类似可得 

n.a a ) = A ( n .«>. 

3.2 向量的內积的定义和性质 

类似于功那样的数量，我们引进向量的內积的槪念. 

定义 1.10 两 个向量《与& 的內积 （记作 《• 6) 规定为一个 

实数： a . 6:=| a | |6| cos < a ,6>, (1.16) 

若“与中有一个为 0, 则 a • b := Q m 
若则由 （1.13) 和 （1.16) 得 

a • b = ( n > oa ) 1^1. (1.17) 

(1.17) 式表明了向量的內积与分量的关系， 

由 （1.16) 式 可得： 

| a | =N /« . a , (1.18) 

cos < g ,&>= 丨: j ’ i :「 ，当 年 0. (1.19) 

(1.18) 和 (1.19) 表明可以利用向量的內积来解决有关长度和 
角度的 问题. 

由定义 1.10 可得到：《丄&的充分必要条件是《 • & = ()• 
定理 1.5 对于任意的向量 a ，&， c , 任意实数 A , 有 

(1) a • b = b • a (对称性)， 

t 

(2) ( Aa ) - & = • 6) (线性）， 

(3) (a + c ) • 6 = a • 6 + c * 6 (线 性）， 

(4) 若《年0, 则 a • «>0 (正定 性). 

证明 由定义 （1.10) 立即得到 

cc • 6 = 6 • 

t 

由 （1.17), (1.15) 和 （1.14) 得 

( Aa ) - 6 = n >°(^ a ) l^l =^( n * oflf ) I b I . 6), 

(<»+c) • b =s rifr o ( a + c ) i^i = cn»° a + n_ oc ) I 厶 | 
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由定义 1.10 立即 得到： 若《40，则 m = M 2 >0. 
由內积的对称性和线性还可得到： 

a • (A&) = A(a • 6 ) ， 
a • (6 + c) = a • b + a • c # 


例 1.4 证明三角形的三条高线 
交于一点. 

证明设 AASC 的两条髙线 

交于连因为 
丄 AC , 所以 BlS • AC = 0, HP , (AM 

— AB ) • AC = 0 ，即 ， AM * AC = 
AB • AC . 

因为 GF 丄 AS , 所以 CM • AB = 



0，从而得 


AM • 



AB = AC 


- AB • 


于是有 AM ^ AC ^ AM ^ AB , 即得 AM • SC = 0 •这表明 

\ 

AMjlBC . 延长 AM 与 BC 交于£>，则 AD 为 fiC 边上的髙•所 
以三角形 ABC 的三条高线交于一点 M . 

3.3 用坐标计算向置的內积 

I. 

首先取一个仿射坐标系 [0; 力， e 2 ， e 3 ], 设的坐标分别是 
(“1，4^ 3 )，(~ AA )， 则 

a * b 二 + (2 2 6殳 + + "2硿2 + 々3®3) 

= ci l h l e l * Cj + (1^2^\ • - 

十 ^3^1 C 3 •〜+ * ^2 ^ # C 3# Cl , 20) 

I - 

可见只要知道基向量 h ， e 2 ，《 3 之间的內积 （ 9 个数，实质上只有 
6个数）就可以求出任意两个向量的內积.这九个数称为仿射标 

架 [ Ow 2 ， e 3 ] 的度量参数， 

• _ 
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现在设是直角坐标系，则有： 

e i • e i - I e il 2 = H q •勺= 0 ， i ^ j \ 

于是由 （1 .20 ) 得到 

a • b -a l b l + a 2 b 2 + a^b u (1.21) 

因此有 

定理 1.6 在直角坐标系中，两个向量的內积等于它们的对 
应坐标的乘积之和. 

由定理 1 .6 即得，向量的长度为： 

|«| = v/ofTaJTaJ, (1.22) 

p- 

两点 W 2) 乏间的距离为： 

I AB I = \/(^2 - X 1 ) z + (y 2 - y^) 2 + iz 2 - z{) z • (1.23) 
注意 （1.21)，（1.22)，（1.23) 三个式子只在直角坐标系 中才成 


3.4 方向角和方向余弦 


，在直角坐标系中，还可以用向量《与基向量的內积来计算 a 
的坐标.设《在直角标架 [0;« l ,«2, e 3] 中的坐标为 ( fl l ， a 2， fl 3), 则 
有 

flf ~ 1 必 1 + ^2^2 “3 好 3, 

两边用~作內积，得 

a • = a l0 

同理可得 

a • = ^29 fl ■ €3 — ^3# 

这说明向量《与基向量勺的內积就是《的第/个直角坐标 （/ = 
1,2,3). 

特别地，单位向量《°的直角坐标为： 

x = a° • ej = cos<a 0 , e x y = cos<a, e x >, 

1 

y ~ • ^2 = cos〈a 



z - a 0 * e 3 - cos<a , c 3 >. 

_ 

我们把一个向量 《 与直角标架中的基向量所成的角 

^ J,V 称为方向 <* 的方向角，把方向角的余弦 cosa，cosj9，cosy 称 

为方向《的方向余弦.由上述知， a 的方向余弦就等于单位向量 
的直角坐标.从 而有： 

cos 2 a + cos 2 )S + cos 2 y = 1 . (1 .24) 

习题 1.3 

1. 已知 M = 3,1 6丨= 2，<a，6>：= y, 求 3a + 2fc 的內积. 

2. 设 0A 丑 C 是一个四面体，|0叫= |0S| =2， |0C| = 1, 
ZAOB=ZAOC= Z^OC = y, P 是 AB 的中点， 

△ABC 的重心 . 求 |0 P|，|0M| 和 <$，（^/>. 

3. 证明下列各对向量互相垂直. 

(1) 直角坐标分别为（3,2，1)和（2, -3,0) 的两个向 量；、 

( 2 ) a (& • c) - b(a • <?)与 

4. 证明 ：^ CD + BC • AD + CA • BD ^ 0 . 

■ 

5. 证明： 对任意向量都有 

\a+ b\ z + \ a- b\ i = t\a\ 2 + 2\b\ 2 , 

当 《 与不共线时，说明此等式的几何意义. 

6 . 下列等式是否正确（习惯上把 a • a 记成 a^>. 

(1) I a I a = a 2 , (2) a(a • 6) = a 2 b^ 

(3) (a • = a 2 fc 2 5 ( 4 ) C a • = a(6 • c) # 

7. 在直角坐标系中，已知 a，6，c 的坐标分别为 （3,5,7), 
(0,4,3)和（_1，2，—4)，设 

tt=3a + 4ft_c ，v = 2b + 

求 u • l « l ，丨* 

8. 已知八乂^^的顶点乂，5,0的直角坐标分别为(2,5,0)， 
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(11，3,8)和(5,11，12). 求各边和各中线的长度， 

9. 设 ^ ABC 的三个顶点 A f B f C 的直角坐标分别为 

(2,4,3),(4，1，9)，（10, - 1,6). 证明 AAPC 是直角三 角形. 

■ 

10. 证明： 三角形三条中线的长度的平方和等于三边长度的 


平方和的 

4 

11 . 证明： 三角形的三边的垂直平分线交于一点* 

12. 证明： 如果一个四面体有两对对棱互相垂直，则第三对 

对椟也必 垂直，幷且三对对棱的长度的平方和相等 • 

13. 设方向 a 的直角坐标为 （1，2，-2)， 求它的方向角和方 

向余弦. . 

14 . 下述推断是否正确：若® • c = b • c 9 且，则 a = 备*. 

15. 证明：设三个向量 a ， c 不共面，如果向量 x 满足 

jc • a = 0) x • b = 0, x*c = 0 ， 


则 X = 0. 

*16. 证明： 三向量 ci ，6， C 共面的充分必要条件是 






§ 4向量的外积 

从力学中知道，作用在 A 点上的力 F 关于支点0的力矩 M 的 
大小为 

|M| = \F 2 \\OA\ = |F| |OA|sin<F, OA>, 

力矩 M 的方向为:让右手四指从^ 
弯向 F (转角小于 it ), 则拇指指向为 
掀的方向,本节我们来硏究类似于从 
OA 和 F 求力矩 AT 这样的向量运算. 
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4.1 向量的外积的定义 

I 

定义 i.*n 两个向量《与&的外积(记作 《><&) 仍是一个向量， 
它的长度规 定为： 

| ax &|:=| a | \ b \ sin<a , by , (1.25) 

它的方向规 定为： 与 fl , 6 均垂直，幷且使成右手系， 
即，当右手四指从 a 弯向 6( 转角小于 it ) 时，拇指的指向就是 

的方向， 

如果中有一个为0，则 <* x 6:=0, 

由定义立即看出 ： axb = 0 的充分必要条件是《与&共线. 
因此要特别注意：若 cix 6 = 0, 不能断定《 J 中必有一个为 0* 
这是与数的乘法很不一样的地方. 

4.2 向量的外积的几何意义，平面的定向 

外积的几何意义：当《与&不共线时，从 （1.25) 看出， |« x 6| 
表示以 a , 6为邻边的平行四边形的面积，为了说明 的 方向的 
几何意义，我们需要先给出所谓 平面的 定向的槪念. 

平面的定向，就是平面上的旋转方向.在平面几何中，常用 
“反时针方向”与“顺时针方向”来描述平面上的两个旋转方 
向.对于放在三维空间中的平面，这种说法不足以描述平面上的 
旋转 方向： 从这一侧看来是反时针的旋转方向， 从另一侧 看就成 
了顺时针的.因此通常用另一种方法来描述： 

给了平面 A 上的一对不共线向量，如果规定了它们的先后 
顺序，则从第一个向量到第二个向量的转角小于《的旋转方向就 
称为平面％的一个定向.譬如，设不共线，如果规定先 
«。后 h 的顺序，则从％ 到％ 的转角小于《的旋转方向是平面 
A 的一个定向，如图 1.20 所示.但是如果规定先&后《0的顺 

r 

序，则从 h 到％ 的转角小于冗的旋转方向是平面^的另一个 
定向，它与前述定向相反，如图 1.21 所示， 
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平面的两个定向，也可以用平面的两侧来代表：如果右手四 
指沿芊面上取定的旋转方向弯曲，拇指必指向平面的一侧.这 
样，平面的两个定向就对应于平面的两侧，而平面的两侧又可用 
垂直于该平面的两个方向（或单位向量）来刻划，因此通常也用垂 
直于芋面的方向来表示平面的定向：设力是与平面％垂直的向 
量，如果右手四指从％弯向\(转角小于: T ) 时拇指的指向为.心 
的方向，则 ei 表示的 平面^ 的定向就是由到心的旋转方向 
(转角小于 W ， 见图1.20 # 设《 2 与〜方向相反，则《 2 表示的平 
面^的定向就是由％到％的旋转方向，见图 1.21. 

现在来看外积的方向的几何意义.设是平面71： 0 上 
不共线的两个向量，由于 axfc 与〜垂直， 拌且 “ xfc 的方向就 

是当右手四指从《弯向 W 转角小于 O 时拇指的指向，因此由上 
一段知道 ，。乂 h 的方向就代表了平面上的从 a 到6的旋转方 

向，这就是外积的方向的几何意义* 

考虑 平面巧 上的 
一个平行四边形，它的 
两条邻边分别用《>6表 
示，我们规定它的边界 
的环行方向为从《到& 

的旋转方向（转角小于 
«), 这时称这个平行四 
边形是定向的，现在假定我们已经用雄位向量 e 规定了平面贫 0 



30 



的定向，那末对于平 面心上 的定向平行四边形，我们可以给它 
的面积一个正 负号： 如果它的边界的环行方向与事先规定的 A 
的定向一致，其面积规定为正；如果不一致，就规定为负，这叫 

做定向平行四边形的定向 面积， 它是一个实数.对于以为 
邻边的上述定向平行四边形，其定向面积用 0,6) 表示.因为《 
x 6 与 e 共线，所以 ax 6 = & e ， 显然 |&|=| ax 6|, 幷且夂>0 

表明这个定向平行四边形的边界的环行方向（由《到6的旋转方 
向）与％的定向一致， / C <0 则不一致，因此 ， #C = («,6), 从而有 

ax b - (“ j ) e . (1.26) 


4.3 向霣的外积的运算规律 


命题 1.9 若 “年 0,贝 IJ a x 6 = a x 5 2 , 

其中 h 是&沿方向 “的外 射影， 



证明 


设 6 = h + \，其中 h 



丄\由直角三角形的解法知, 


图 1.23 


于是 


b 


丨 6 2 | = |6Jsin<d，&>, 
|a| I 6|sin<a»= |«| | 6 2 | 




|a x 6 2 | 


由图 1.23 易看出， ax 6 与 nxh 的方向相同，所以 


ax b = ax fr 2 * 

命題 1.10 设《是单位向量，&丄 e ， 则《乂6等于6按右手 
螺旋规律绕 e 旋转90°得到的向量 



图 1.24 图 1.25 


证明 |ex&r 二 |e| |6|sin<€ ， 6>= |6| = |&/ |，又由图 1.24 
看出，与 P 同向，所以 

榫论 M 若 [0， i '2, e 3] 为右手直角坐标系，则有 



定理 1.7 外积适合下列运算 规律： 对于住意向量 a 和 
任意实数 A ， 有 

(1) ax h=z - bxa (反交換律）， 

(2) ( Aa)x 6 = A(o x 6) , 

C 3) « x (6+ c ) = ax 6 +axc (左分配律）， 

■ 

(b + c^xa - bxa^cxa (右分配律） • 

证明 （〗） 由定义 i . ii 立即得到. 

(2) | ( Aa ) x 6卜 [ Aa | [ b [ sin < Aa 5 6> - | A | | a | |&| sin < a 7 6> 

= [ A(|a x 5 I = IA(ax &)| ， 

又 >0 时， Aa 与 a 同向，所以 Aa x 与 X &) 同向； A <0 时， 

又 a x 6 与 ax & 反向，从而 h 与 A(a x 办）同向，因此有 

Aa x h = A(a x b \ 

(3) 先证左分配律， 若 a = 0, 则结论显然成立.下设《弇0, 


因为 


c ) = | a |[ a ° x(b + c )] 


所以只要考虑 Mx(fr + c ：). 设6 = 6 1 + 6 2 ,其中 6 W / M 丄匕；设 

C = c a + c tf 其中〜//以丄 c 2 , 于是 

6 4- c = (6 j + Cj ) - V - (6 2 + c 2 ) # 

因为<6,+0//«°， （6 2 + c 2 ) ia % 于是据命题 M .9 得： 

a 0 x (6 h - c ) = a 0 x { b z f c 2 ) # 


再据命题 l . l 0^ n , o ° x(fc 


2 



q ) 等于<匕+ <： 2 )绕1^右旋 


9( T 得到的向量 


麵 


同理， 


a°x = o°x b 2 是将& 2 绕 
« Q 右旋 90° 得到的向量 


a 0 x c 




是将 c 2 绕 


右旋 9( T 得到的向最 4 
因为~，4> 2 + <： 2 可 连成 


n 


图 1.26 



个三角形，所以把 它们绕 W 右旋90°得到的向量％也一 
定可以连成一个三角形，于是心==%+<，即 

a° x (fe 2 + c 2 ) ^ a 0 x b 2 + a° x c 2# 

从而得 

a X ( b c ) 二 j a j [or 0 x (6 + c)] = | a | [a 0 x (6 2 + c 2 )] 

=[a [ (a 0 x b 2 + a Q x c 2 ) 

- [a I (a 0 x & + a 0 x c) 

=a x & f a x c # 

再证右分配律. - 

(6 + c) x a = —ax(fr+c) = - (a x + a x c) 

I 

=—axfc + (- axc) 

~6xa + cxa # 

4.4 用坐标计算向量的外积 

先取一个仿射标架 [0; c , ,e 2 ， e s ], 设 fl,fc 的坐标分别是 （ A , 

♦ 4' 3 )，（\> 2 ，办 3 )•则 

a x b = (a x e { + a 2 e 2 + a s e s ) x {b l e l + b 2 e z + b B e 3 y 

= (a } b 2 - a 2 b 1 )e 1 x e 2 + {a z b l - a l b s }e 3 xe l 

十 (a 2 b z _ a z b 2 )e 2 y e z , (1,27) 

由此可见，只要知道基向量之间的外积，就可求出 《xl 

现在设 [0 ; ，®3] 是右手直角私架，据推论1.4,由 （1.27) 

得到 

« x fr = ia z b s - a z b 2 )e x + ( 从 - 〜 & 3 )e 2 + {a x b 2 - a 2 b{)e u 

(1.28) 

于是我们有 

定理 1.8 设在右手直角坐标系中的坐标分别为 

■ _ 


则 axb 的坐标为 
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a s b 3 


a 3 






* 


从而 

\axb \ - 7 ( 从- 咏 > 2 + ( 江 3 & 


(1.30) 

由外积的几何意义知，（】.30)式也是以《>为邻边的平行四 
边形的面积公式. 

注（〗. 28) ，（1. 29),(1.30) 只在右手直角坐标系中才成立. 


◦ •28)' 


(1*31) 


设 x c 的坐标为（心，4，勾），设 ax (fc x <0的坐标 为 ( HhQ . 
由 （I .29) 得： 

^ ~ ^2( 方 - * ^ 1 ^ 3 ) 

二 (^2^2 ^^3) — (江2合2 + 江3办 8) 

- b l (a*c — a x c{) ― c x (a*b 一 

■, 

= (a^c)^! (a*&)c w 

同理可得 

K = (a*c)b 2 ^ (a*b}c 2y h 3 = (cfc)b $ - (a*b)o S9 


作为一种记忆方式， （1.28) 可以形式地写成 


ax b 


h 


3 


b 

b 


2 


3 


4.5 二重外积 

命题 i.n 对任意向量 《 J , c , 有 

ax (b x 


) — (a*c)6 - (a*6)c # 

0.31) 称为二重外积公式， 

证明取一个右手直角坐标系，设 

fl ( a l ， a 2， fl 3) ，6(汐1，办*，办 3)， C ( C 1， C 2 ，〜）• 


所以 


a x (6 x c) = (a*c)6 - (a*6)c % 


til 公式 （1.31) 和外积的反交換律可 得到： 

(a x &) x c = - c x (a x 6) = - ( c*&)a + ( c * a )&, 

从而在一般情况下， ax (6 xc )^( ax 6) xc , 即向量的外积不 

适合结合律. 

请读者证明下述的雅科比 ( Jacobi ) 等式 £ 

ax (6 xc ) + 6 x ( cxa )+ cx ( ax6 ) = 0» ( 1 .32) 

•• 

习题 1.4 

1. 证明： （《 x 6)2 = a 262-( a . fc )2. 

2. 证明： 若 ax 6 = cxrf , axc = b xd 9 贝 Ija-rf 与 6 -c 
共线. 

3. 在右手直角坐标系中，设 a , 6的坐标分別是 

(5, -2,1),(4,0,6), 

求 a x &和以 a ，&为邻边的平行四边形的面积. 

4. 在右手直角坐标系中，设的坐标分别是 

(1,0, - 1),(1 , - 2,0)和（ - 1，2，1)， 

求 (3 a + 6 - c ) x (a - 6 + c) w 

5. 证明： （《 - 6) x (a + 6) = 2 (a x 6)， 幷且说明它的几何 
意义. 

6. 证明：若 “ + 6 +c = 0， pll ] a x 6 = 5 x c = c x a , 幷且说 
明其几何意义 • 

7. 证明三角形的重心分原三角形成三个等积的三角形. 

8. 在平面右手直角坐标系 [0; e i ， e 2] 中，设 △ ABC 的三个顶 
点的坐标分别为 

Ol 』 l )，(>2, 夕2) 〆 父3,夕 3). 

i 正明 AABC 的面积为 


幷且说明正负号的几何意义. 

9. 下述推断是否正确？ 

若 cx <* = cx 6， 幷且 c 年0 ， M ^ 

10. 设 x 与共线，试讨论^与 y 的 关系. 

I 

11. 就卩列各种情形，讨论 X 与 y 的关系 0^0). 

(2) a x x - a x 

( 3 ) a^x = a*y y xx^a xy 0 

*12 .设 oAx ， 求满足方程 < ix *=：6 的点 P 的轨 

迹* 

*13. 设 《,6 ，c 都不是 0 ,*.a = xxb^c , 求 x ( 讨论 

各种情况). 

14. (1) 已知|«丨=1，《丄>*，将 r 绕 e 右旋角度0得 q ，试 
用 e ,; r ,0 表示_ 

(2) 给定三点0^,0知4,将 P 绕右旋角度0得到 
Pi , 试用0表示<5?\. 

p 

§5向量的混合积 

5.1 向量的混含积的几何惫义和性质 

如何利用向量来计算儿何体的体积？由于计算几何体的体积 

可以归结为计算平行六面体的体积，此我来讨论 f 行六面体 
ABCD - AWC ' D ， （如图 1,27) •设/5 = «,立= = c ， 则 

底面积为 I « x 6|, 高为|@|，其中^是 c 在方向 《 x 6 上的內 
射影，因此 

1^1= | n c L 

匕“汐 I 

从而平行六面体的体积为 i 
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\axb\ i n c 


6 ) 


0 


a x 


m n 


C 


M 


o 


=|c*(a x 6> I = I (a x 6)*c|^ 

« X he 称为向 量《，6,0 的混合积. 

上述表明 ： |a X 6«<:丨表示以<1，6,0为棱 
的平 1 行六面体的体积.若 ax6 * c >0, 

则 <« x6 ， c > 为锐角，由于 （ a ,6 ,a x ft) 

构成右手系，于是 （ a ，&, c ) 此时也 

构成右手系.类似的讨论知，若 
axfc . c <0, 则 （ a ，6， c ) 构成左 手系， 

因此 ax &•<? 的正负可判断 （<»，6， c ) 是 
右手系还是左手系.如 果在序 行六面 
体的同一顶点上的三条椟之间规定好 
一 个顺序 ( a , b , c ^ f 则称这个平行六 
面体的定向为 O A ， C ). 于是混合积 a x 旣表示了这个定向平 

行六面体的体积，又表示了它的定向，所以把 《 xfc _ c 称为这个定 
向平行六面体的定向体积. 

由混合积的几何意义立即得到 k 

命题 1.12 三个向量共面的充分必要条件是 



a x &*c = 0 # 

混合积有以下两条常用的 性质： 

(1) a x = 6 xc*a = cxa«6j 

( 2 ) a x b^c - a* b x c m 


证明 （1) 因为 |a x ， I & ， |c x 都表示以 

为同一顶点上的三条棱的平行六面体的体积，所以它们相 
等. 又 因为若 （《,&， c ) 为右 （左） 手系，则 （ & ， c ， a) 和 （ c ， a,6 ) 均为 

右（左）手系，所以 


"a x 6 *c = 6 xc*a = cxa*6 # 


(2) ax 6*c = b xc*a = a«6 xc # 
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性质 (2) 说明三个有序向量 a 的混合积与 “x” ， “•”的 
位置无关，因此可把《><6*<:记成 (《，&， c )， 要注意的是， a.bxc 
仍然是要先作外积& XC , 后作內积 HK 6 XC )， 反之则沒有意义. 


5.2 用坐标计算向量的混合积 
取一个仿射标架 [0; ei , e 2 ， e 3 ]. 设《夕， c 的坐标分别为（七, 

， fl 3) ，（办 1，办2，办 3)，（ C 1， C 2 , C 3) •贝 IJ 

a x b*c = C(°i ^2 _ a 2 ^ 0 e i x e 2 + (a 3 ^! - a 1 ^ 3 )e 3 x e x 

+ (a 2 b 3 - a 3 b 2 )e z x c 3 ]-(^i e i + o 2 e 2 + c 3 e 3 ) 

= [(汀 1办2 - 3 (^ 3 ^i — ^ l ^ s ) C 2 

+ C a 2^3 ~~ fl 3&2) C l] C l X e Z 9e 3 

a i ^1 I 

=^2 ^2 ^2 ^ ^2 * ®3* (1 # 33) 

I a Z ^3 C Z 


由于 e i ， e 2 ， e 3 不共面，所以 ^ xe 2 * e 3 年 0. 于是得到 

命娌 1.13 任意取定一个仿射标架设向量 
a ， & ， c 的坐标分别是 

, a 2 ， a 3 ) ， （〜> 2 ， ft 3 ) , (C w 3 ) ， 


则 



(1.34) 


定理 1.3 若 [ Ow 2 ， e 3 ] 为右手直角标架，的坐标分 

别为 

( a i ，^2，。3)， (办1 ， 厶 2， 厶 3) ， （ C 1 ，。3) ， 

则 


证明 



(1.35» 


因为 [0; e l ， e 2， e 3] 为右手直角标架，所以 e l X ^ 
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从而 ^ ^2 *^3 = ^3 = 1# 于是由 （1 , 34) 立即得到 （1 .35〉/ 

定理 1.9 表明： 以 《 J ， c 为棱的平行六面体的定向体积等于 
以这三个向量的右手直角坐标为列组成的三阶行列式.这是三阶 
行列式的几何意义. 


5.3 三向量（或四点）共面的条件 


定理 1.10 设 《，6， c 的仿射坐标分别为 

(。1，“2，〜）, ( fcj ，亡2，&3)，（。1，。2，。3)， 

则共面的充分必要条件是 



证明由命题 1.12 和 1.13 立即 得到. 

推论 1.5 设四个点的仿射坐标分别为 

{ x if y if z {) f 1，2,3,4. 

p 

则 A ， B ， C，D 典面的充分必要条件是 



这里我们指出，四阶行列式可以沿任意一行（或一列）展 
开，譬如上述四阶行列式沿第四行展开得 
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+ ( — 1) 4+3 


+ ( 一】） 


_ 


X 


y 


z 


X 


y 


z 


^2 X A 

Vi Vk 


y % ^3 

^2 之 3 


4 




幷且四阶行列式也具有类似于二阶、三阶行列式那样的性质. 

推论 1.5 的证明 共面也就是共面 , 

从而充分必要条件是 • 


蠡 


A 

— X 4 

x 2 

—x 4 

X 3 — 

x 4 



— 

.y 2 

一 夕4 

发 3 — 

Pi 

= 0, 


— 0 4 

〔2 

一、 

z z - 

之 4 



上式左边的三阶行列式等于 


* 


x 


X 


X 


X 


V\ — Vi Ihh Vz^ Va Va 


z 


z 


z 


z 


4 


z 


0 


0 


1 


x 


^2 ^3 


X 


Vi y % Vz Vk 


z 


^2 艺 3 


Z 


$ 


最后这个等式成立是因为把左边的四阶行列式的第四列分别加到 
第一 、二、 三列上，这时行列式的値不变，综上述便得到我们所 
要的结论. 


5.4 拉格朗日恒等式及其应用 
定理 1.11 对任意四个向量 a , 6' 〆 ，有 


(« x 6 )*(c x d ) 




a*c 
6* 


o «</ 

b.d 


(1,36) 称为拉格朗日 （ Lagrange) 恒等式. 
证明 («x6).(c x cf) = a# 6 x (c x 


舞 


(1.36) 


% 


m 
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=(6.rf)(a.c)—(fc.c)(a.rf) 


a«c a •(/ 

b*c b^d 

拉格朗日恒等式很有用，有人还称它 
为二维的勾股定理，这是因为由它可以证 
出下面例】 .5 所述的命题. 

例 1.5 证 明：三 直角棱锥的斜面面积 
的平方等于其他三个面的面积的平方和. 



证明设0- ABC 是三棱锥，其中 = = 

90\ AASC 是它的 斜面. 我们有 


\ABxAC \ 2 = {ABx AC). {AB x AC} 




AB.AB 



AC.AB 



AB.AC 



AC-AC 


- | A 5| 2 | AC | 2 -( AB . AC) 2 
. =(|0 A | 2 + | OB | 2 )(| OA | 2 + |0 C | 2 ) 

- [<0J5 - OA)* (OC- OA)] 2 

产 

= |(^ 丨 4 + 1 成丨 2 |01 丨 2 + |(5^| 2 |o"5| 2 
+ | ob | 2 |6 c | 2 - |6 a | 4 

p 

= (|OS||OA|)2 + (|OA||6C|)2 

+ (|OB||dC|)2. 

由此即得我们所要的结论， 


*5.5 向量代数在球面三角中的应用 

设在中心为0，半径为 只的球 面上，有不在同= 大圆弧 去的 
三点 A，s，c . 分别连结其中两点的 大圆弧 = 
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图 1.29 


y = 围成一个区域，称为绿商三角形， 

A ， B ， C 是它的 顶点； Hy 是它的边， 
用边所在的大圆弧的弧度来 量度.边万与 
y 所夹的角是指 办与 V 分别所在的平面组 
成的二面角，仍记作4，称为球面三角形 

的內角. 

我们可以用向量法证明球面三角的下 
述公式 •. 


(1) cosa = cosj 5 cosy + sin^sinycosA (余弦公式）, 

= S = 諶 (正 弦公 式）. 


证明 0) 设 He 分别是 04,0 B ，0 C 方向的单位向量 
显然角乂是与的夹角 • 据拉格朗日恒等式有 


(a x b)^(a x c) 


b. 


m 




o 2 (6*c) - (a*c)(6• 

cosa — cosjScosy, 


又有 

(a x 6)*(a x c) = |a x 6 I |a x c | cos<a x b 9 axc> 

二 sin<a f fc>sin<a ， c>cos>4 

■於 

=sinysinjScosA, 

所以 cosa - cosjScosy + sinjffsinycosA, 

(2) 由二重外积公 式得： 

(a x B) x (a x c) = (a x 6*c)a, 

M 

(axfc)x(fcxc) = (ax &*c)6, 

(a x c) x (6 x c) - - (ax c*6>c 


所以 


=(a x &*c)c # 


42 


r 



10x6) x (a x c) I = I (a x 6) x (fc x c) I =： | (a x c) x (6 X c) | # ， 

由外积的定义 可得： 

sin<a ， 6>sin<of ， c>sinA = sin<a ， 6>sin<6 ， c>sinjB 

=sin<a ,c>sin<6 ,c>sinC, 

I[1 sinysinjSsinA = sinysinasinB = sinpsinasinC m 

由此即 得正弦公式. 


习题 1.5 

1. 证朋 ： .|a x fe . cj <| a | |6| | c |. 

2 # 证明： 如果 a x 6 + 6 x c + c x a = 0，则 共面. 

3. 在右手直角坐标系中，一个四面体的顶点 的坐 
标分别是 

(] ，2,0)，（ _ 1，3,4)，（ - 1 , - 2, - 3)，（0, - 1，3)， 

求它的体积. 

4. 证明： （a x 6,6 x c，c x a) 二 （ a ， 6 ， c) 2 . 

5. 证明 ： （a x 6 )*(c x rf ) + (6 x x rf ) 

+ (c x a )*(& x rf ) 二 0 . 

6 . i 正明： ax [6 x ( cxc /)] = (6* J )( axc )-(6* c )( axrf ) # 
*7 • 证明 ： （1) (ax b)x(cxd) = (a f b f d)fi - (a f b f c)d ； 

I 

(2) (a x b) x (c x d) = (a f c ,d)b - (6,c ，《 f)a. 

*8. 证明：对任意四个向量 a ，6, c , rf , 有 

(6 t c f d)a + (c,a,c/)6 + (a,6 ,</)c + (6 ， a ， c)d = (}• 

9. 若* ，少与 x x y 共面， 讨论* 与少的 关系. 

10•证 明： lv x X X ^ 2 )] x lv 2 X ( qxi ^)] 

=1^1 X P 2 | 2 • (^1 XP 2 ) / 

li . i 正 明：若 h 与 h 不共线，则 * x o ! x » 2 )与《 2 父 x »*> 
不共线. 

12,设面， 证明： 任一向量 a 可以表 示成： 
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C | Xi 炫 2 •长 3 公1 父 ©2 • Cg 


13. 用向量法证明：若三元一次方程组的系数行列式不等于 

零，则它有唯一的一个解. 

*14. 设不共面，设向量 x 满足： 

= b*x = g 9 c*x = h m 


证明 


f(b x c) +^(c x a) + h(a x b) 

a x b 镰 c 



* 
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第二章空间的平面和直线 




本章将把坐标法和向量法结合起来硏究空间中平面和直线的 
方程以及它们的性质. 

§1仿射坐标系中平面的方程， 

两平面的相关位置 

1.1 平面的参数方程和普通方程 • 


读者已经知道，确定一个平面的条件是：不在一直线上的三 
点；或者一条直线和此蓖线外的一点；或者两条相交直线；或者 
两条平行 直线. 为了便于用向量法，我们采用“一个点和两个不共 
线的向量确定一个平面”作为讨论的出发点， 

取定一个仿射标架 
[0; ，《2 ， e 3]. 已知一个点 

，向量 > 

A ， 和向量 f 

Zj ) ，其中与 0 2 不共线，我 
们来求由点 A 和确 

定的平面兀的方程. _^ 

点在平面 a 上的充 分碎 要条件是与 *^,0 , 共 

面（如图 2.1 ). 因为 Alh ， 所以〜共面的充分必要条 

件是存在唯一的一对实数 a ， m 使得： 

M 0 M = kv x + iiv 2m 

用坐标写出 即得： 



p 



( 2 . 1 ) 


X = X 0 4- AAT a + jiX 2, 

夕 = 夕0 + 又 %y 

2 = Sg + AZ, + 


4 & 



奉 


(2.1>称为平面兀的参数方程，其中 A ， M 称为参数，它们可取任 
意 实数. 


又有^共面的充分必耍条件是 

X x X 2 

■ V-A Yi y 2 = 0 ， （ 2 . 2 ) 

a? - 怎 。 Zi Z 2 I 


即 


Ax + By + Cz + £> = 0, 


其中 



Y, 

y 2 I 


x 2 

,c= 1 



， 電 

- 

^2 

2, 

z 2 r 

丨 A 



A 


(2.3) 


^2 



D= - (Ax 0 + By 0 + Cz Q ) m 

(2.3) 称为平面冗的普通方程.由于》|*与》2不共线，据定理 I . 4 
知， A ， B ， C 不全为零，因此平面兀的方程 (2.3) 是三无一次方程* 

我们来看平面开的方程 (2.3) 中系数的几何意义 • 

定理 2.1 设平面兀的方程是 （2. 3)，则向量 ®0*， s ， t ) 平行于 


平面 a 的充分必要条件是 

Ar + Bs + Ct = 0 w (2.4) 

r 

证明 CO // 平面兀的充分必要条件是 似， 1 ^1^2 共面，从而 

r L 

I t Zj 2 g 

即 Ar + Bs-hCt = 0 # 


因为平面兀的方程 (2.3) 中 A ， B ， C ； 不全为零,譽如说/年0， 

则从 (2.4) 可解得 •• 叫(_|，1，0)，0 2 ( -妥， 0，1)，于是它们均 

平行于平 面兀， 且据定理 1. 4 知，它们不共线 • 由于与平面兀 

平行的两个不共线的向暈决定了平面 7? 的方向，因此平面方程中 
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一次项的系数决定了这个平面的方向. 

推论 2.1 设平面兀的方程是 （2. 3)，则平面5平行于 x 轴 
(或 y 轴，或 Z 轴）的充分必要条件是乂 = 0 (或5 = 0,或 c = 0); 
平面 K 通过原点的充分必要条件是 D = 0. 

证明因为 h 的坐标是 (1,0,0), 所以 e , //平面 JT 的充分 
必要条件是 

v4.*l + 5«0 + C/ # 0 — 0> 

即 4 = 0. 关于 e 2 或平行于平面 a 的情形可类似讨论. 

原点 0(0 ，0,0)在平面兀上的充分必要条件是£> = 0. 

定理 2. 2在空间中取定一个仿射坐标系，则平面的方程必 
定是三元一次方程；反之，任意一个兰元一次方程表示一个平 

面. 

证明定理的前半部分已经在前面说明.现在看后半部分_ 

任给一个三元一次方程 

A x x + B t y + C x z + D, = 0, (2.5) 


不妨设.取点 

■ 

_ 

I 

0, l ), 显然它们不共线.由点岣和⑷，〜决定的平 


面 A 的方 程为: 


即 



十 （^2 + D, = o. 



这说明方程 (2.5) 表示一个平面心，它经过点 M ,， 且平行于抖^ 

和妗 2 . 

例 2.1 画出平面文+ 2夕-怎= 0. 

解因为0 = 0,所以此平面过原点.解方程 


a 
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图 2.i 




求得两个不共线向量 <^(2 ，-1 ，0)， 
2 (1，0，1),以原点为起点画出 
«1 , W 2 . 所求平面就是由原点和 
， 决定的平面（如图 2.2). 

如果平面的方程 Ax + By + Cz 

+乃= 0满足则此 
平面与三根坐标轴均相交，且交点 
不是原点，因此这三个交点不共 
线，把它们画出来，它们决定的平 
面就是所求平面，如果平面的方程中 B = 0, A ^： o , C 年0，1>乓0, 
则此平面与 y 轴平行，与 x 轴、2轴均相交，且交点不是原点. 
把这两个交点画出来，再分别过它们画与 V 轴平行的直线，由此 
即得所求平面.其余情况如何画平面，请读者思考. 



1.2 两平面的相关位置 


两平面的相关位置有三种可能情形： （1) 相交于一条直线； 

"I 

(2) 平行； <3)重合.如何从两平面的方程判断它们属于何种情 
形？ 


定理 2.3 


取定一个仿射标架，设平 面巧和 h 的方程分別是 


A x x + B x y + C x z + Dj = 0, 

AjX + B 2 P + C 2 2 + D 2 = 0 # 


( 2 . 6 ) 


则 

(1) 巧与; r 2 相交的充分必要条件是它们方程中的一次项系 
数不成比例 | 

(2) 巧与 心平杇的充分必要条件是它们方程中一次项系数 
成比例，但常数项不与这些系数成比例； 

(3) 巧 与巧重 合的充分必要条件是它们方程中所有系数成 


比例. 





证明充分性. 

( L ) 设巧与 A 的方程中一次项系数不成比例，则坐标为 

的向 M h 与坐标为 04 2 ， F 2 ， C * 2 ) 的向量 ar 2 不 共线， 
从而据定理 1.4 知，下述三个行列式 



不全为零.不妨设第一个行列式不为零.则在方程组 (2.6) 中令 

之= 0，得 


(A x x + B x y + Di = 0, 

lAjX + B 2 y + D 2 = 0. 


(2.7) 


因为方程组 (2.7) 的系数行列式不为零，所以它有唯 一解: 


于是 x = x 0 l t / - t/ 0yZ - 0 是方程组 （2,6) 的解，即冗！ 与〜有 公共 

h 

点，且第三个坐标为零的公共点只有一个 Og ， A ,0). 因为 （2.7) 
的第一个方程 ff 无穷多个解，所以可取到它的另一个解^ 

: y ” 于足点(6, 沁， 0) 是巧上的点，但不是5上的点.所以 

与兀 2 相交. 

(2) 由已知条件得，存在一个实数 A 乓0， 使得： 


A 2 = ^A x y B 2 = AjBj f C 2 — ^*C X f D 2 ^pAD u 

于是方程组 (2.6) 成为： 


-AjX + B + C〆 + = 0, 

AjX + ^ C { z + — 彳 


i 


因为所以此方程组无解， 即〜与 A 沒有公共点，从 
而 A 与 7 T 2 平行， 

(3) 出已知条伴得，存在实数 A 年0， 使得： 

A 2 = ,召2 =又 ， D 2 = AjD “ 

* 

于是方程组 (2,6) 成为； 




4R 



(A t x + + Cp + Dj = o, 

又 + + 十 = 0. 

显然第一个方程的解全是第二个方程的解，反之亦然，所 以巧与 
^2重合. 

必要性. 

利用以上结果，采用反证法即得. 


1.3 


平面恰交于一点的条件 




命理 2. 


设三个平面在仿射坐标系中的方程分别为 

A x x + B t y + Cj3 + Dj = 0, 


A 2 x+ B 2 y f C 2 z + D 


2 


0, 


( 2 . 8 ) 


A 3 x+jB 3 j/ + C? 3 2 + D 3 =0* 

则这三个平面恰交于一点的充分必要条件是 


-^1 


o. 

^2 


c 2 

^3 


c. 


=^0 # 


证明 上述三个平面恰交于一点的充分必要条件是方程组 
(2.8) 有唯一解，从而它的系数行列式不等 于零， 


习理 2.1 

1. 在给定的仿射坐标系中，求下列平面的普通方程和参数 
方程 • 

I 

(1) 过点（-1，2,0)，（-2, — 1 ,4) , (3 ,1, - 5)? 

(2) 过点（1，0，-2)和（-1，3,2),平 行于* K 1,-2,4)* 

(3) 过点( 3 ，1，-2)和 s 轴； 

(4) 过点 (2,0,-1) 和 （-1,3,4), 平行于 y 轴； 

(5) 过点（-1，-5,4)，平行于平面 3 x - + 5 = 0. 

2. 在给定的仿射坐标系中，画出下列平面. 

(1) 2^ + 3 j / + ^-6 = 0 j (2) 4^+3^ + 2* r 0 j 
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( 3 ) 十 4 之 = 0; (4) 3 y + 2 - 0. 

3. 证明： 经过三个定点卜1，2,3的平面的方 


程为 


X 

父 1 

叉 2 

X 3 


y 

yi 

y% 

夕 3 

1 

1 

= 0 

z 


艺 2 

之 3 

y * 

1 

1 

1 

1 



4. 在给定的仿射坐标系中，设平面兀的方 程为： 

x 夕 艺 
i + T 十7 = 1 ， 

其中 &e^0, 说明 a 夕 ' 的几何意义 . 

5. 坐标满足方程 

(ax + by + cz + d) 2 — (ax + Py + + 5) 2 = 0 

的点的轨迹是什么？ 

6. 判断下列各对平面的相关位置 . 

■ 

(1) 2Jc + if-3«-l = 0^y+ J ~-y + 2 = 0 ； 

r 

(2) x — 2友 + 艺一 2 = 0与 3 x + 夕 一 2艺一 1 = 0; 

4 

(3) 3欠 + 9夕 一 62 + 2 = 0与2欠 + 6夕 一 42 + 了 = ()• 

7. 在给定的仿射坐标系中，证明：通过点幷且 
与平面 Ax + By + Cz + D = o 平行的平面的方程为： 

A(x - x 0 y + B(j/ ^ - S 0 y - o. 

8. 下述三个平面是否恰交于一点？ 

2* + 3y — 》+ 1 = 0 ， x-2j/ + 5^-3 = 0, 2x + y+e + 5 = 0 # 

9. 证明： 分别由方程 
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ax by ^ cz + d - 

ax + fip ^ yz + 8 = O f 
+ bt/ + cz) + //(ax + + y 么 ） + ^ = 0 


给出的三个平面，当&年 W + / x 5 时，沒有公共点. 

10. 证明：任何一个经过相交两平 面巧和 

A^x + ByJ / " I - Ci ~ ? 

jA. 2pc -j- ^ 怎 + *^^2 = 0 

的交线〖的平面方程能 写成： 

■ 

A(y4,a: + B x y + C x z + D,) + n(^A % x + B^y + C 2 z + D % ) = 0 5 

(2.9) 

其中是不全为零的实数（我们把经过一条直线的所有平面称 
为平 面束. 本题说明：平面束的方程形如 (2.9), 其中取遍 
不全为零的实数). 

11. 求经过点 M 0 ( l ,-2,0), 幷且经过两平面找-夕 + «- 3 
= 0与 x 十2犮_怎+1 = 0 的&线 白勺平面方程 • 

*12. 设平面冗：如 +5 y + Cz + D = 0 与连接两点 M / x ,， 

发 1， Z 1) 和从2(欠2,夕2,艺 2) 的线段相交于点 M ， 且从•证 

明 

Ax t + By x + Cz x + D 
^ ~ Ax s + Bj/ 2 + Cz 2 + D * 

*13. 设有三个平行平面 

+ + C^z + /)j = 0? t' = 1 ， 2 ， 3. 

一直线 / 与 A ，兀 2 ,々分别交于 P , Q ， &求 Q 分有向线段#的 
比値. ， 
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§2 直角坐标系中平面的方程， 

点到平面的距离 

2.1 直角坐标系中平面方程的系数的几何意义 

确定一个平面的条件还可以 
是：一个点和一个与这平面垂直 
的非零向量.与一个平面垂直的 
非零向量称为这个平面的法向 

置. 

取一直角标架 

我们来求过点 w 0 ), 

且法向量为的平面兀的 

方程* 图 2.3 

点 M ( x ， j /') 在平面 V 上的 

充分必要条件是^^丄 n ， 从而 = 于是得 

a ix-x 0 )+b(y-i/ 0 ) +c(s-« 0 ) = O, 

BP ax + by + c2 + h = o f ( 2 . 10 ) 

■ 

其中 _ ( ax 0 + b 0 + 炫 o ). (2.10) 就是所求平面兀的方程， 

由此可见，在直角坐标系中，平面方程的一次项系数是这个 
平面的一个法向量《的坐标， 



2.2 点到平面的距离 

命题 2. 2在直角坐标系中，到平面 


n . Ax + Bi/ + Cs + D = o 




的距离为 


d 


\Ax t + By x + Cz x + D\ 

s/A^VB^VC^ 


< 2 . 11 ) 


证明作 A 到平面冗的垂线，设垂足为 h (% W 。)， 则 
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到平面 K 的拒离为 


\P,PA. 


而 k 的 




向 


n ( A ， B ， C )， 因为 / y ^ Z / n ， 所以 


♦ 


P 0 P X - 5n° 


參 


( 2 . 12 ) 


(2.12) 的两边用 W 作內积得 


于是得 


8 二 P ( ^P l • ft 


x / A 2 + S 2 tC 2 


[^(^i - 叉 0) 


丑 （分 1 - V 。） + 


之 0)] 


j \ Xj + By , + Czj D 

一 _ S . I ■ I - ■ 1 ■ ■ ■ ■_■■ ■ - 

s/A z + B 2 f C 2 


(2.13) 


^ = ( 户 Q 户 1 1 " I ^ I 


Ax l + By x + Cz l + D 


v / A ^ + B 2 + C 2 




(2.12) 中的 5 称为点 & 到平 面兀的凜差. <2. ! 3 ) 给出了求 


离差的公式. 


2.3 三元一次不等式的几 何薏义 

S 

取定一个直角坐标系，坐标适合方程 

Ax + By + Cz + D-Q (2.14) 

的点在此方程表示的平面 | 上.坐标适合不等式 

Ax + By + Gz + D^>0 (2.15) 

的点 P(x,y )， 设 P 到平面兀引的垂线的垂足为心，由（ 2.13> 

和 (2.12) 知，？^与 rKA /,0 同向.因此，所有坐标适合不等 
式 (2.15) 的点都在平面兀的同一侧 O 所指的一 侧). 同理，所有 
坐标适合不等式 

Ax + By + Cz + O<0 (2.16) 

的点在平面 k 的另一侧 （ -n 所指的 一恻入 . 

由上述知，平面兀把空间中的所有不在兀上的点分成了两部 


54 




分，第一部分中的点的坐标都适合 (2.15), 第二部分中的点的坐 

标都适合 (2.16). 換句话说，若 wD 和 M 2 ( x 2 w a > 

不在平 面力上 ，则 与熥 2 位于 平面兀 同侧的充分必要条件是 

F x - Ax x + By x + D 与 F 2 = Ax 2 + By % + Cz z + D 

同号.这个结论在仿射坐标系中也成立（见习题2.2的第16题> # 

2.4 两个平面 的夹角 

两个乎面的夹角是指两个平面交成两个相邻的二面角中 — 

个.易知其中一个等于两个平面的法向量的夹角. 

设在直角坐标系中，两平 面巧的 方程是 

+ B{y + C^s + = 0 , i — 1 , 2 , 

则巧与 7 T 2 的一个夹角0 满足： 

n_ n i * n 2 A t A 2 + B x B 2 + C X C Z 

CO | nilTn 2 T = ^7 a \+ B \+ C \ - VA \ + B |~+ C \* 

从而得到两个平面 A 和巧垂直的充分必要条伴是： 

乂 1乂2 + 召1 丑 2 + = {)• . (2,17) 

例 2. 2设在直角坐标系中，平面 巧和^ ' 2 的方程分别是 

2 x — j / + 2 2 — 3 = 0和3尤 + 2犮 _ 6幺 1 = 0, 

求由 巧和％ 构成的二面角的角平分面的方程，在此二面角內有 
点 P 0 ( l ,2，-3). 

解点在所求的角平分面上的充分必要条件是： 
M 到巧 的距离 A 等于 M 到； r 2 的距离七，幷且 M 与或者都在 
A 的同侧 0 = 1,2), 或者都在巧的异侧 （i = l ,2), 或者 M 在 

A 与 A 的交线上.因为匕的坐标适合： 

2 x 1 — 2 + 2 x ( — 3) _ 3 = — 9< C 0> 

I 

3 xl +2 x 2-6 x (-3) - 1 = 24>0, 

I 

所以 M 的坐标适合： 

2x — 夕 + 2 艺 一 3| 一 | 3x + 2J/- -J.I 

VWTT ^ WTT 2 = \/^+2^+1 一 
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幷且适合： ， 

(2 x 一 犮 + 2宕一 3^0) 
l 3 x + 2 夕一 6怎一 1>0, 

或者 

. — 夕 十2怎一 3>0， 

l3x + 2夕 一 6s — 1<0* 

整理得2打 - J / - 栘 - 24 = 0•这就是所求二面角的角平分面的方 

程、 


习 




1 ,在直角坐标系中，求下列平面的方程. 

(1) 过点 P (- l ,2,0)， 一个法向量》»<3, 1,-2); 

(2) 过点乂(3,-1,4),%(1,0,-3)，垂直于平面訌+ 
5 j / + 2 + 1 =： 0 # 


2. 证明： 在直角坐标系中，通过点(心，心，^0，幷且与平面 

* 

A x x + B x y + C x z + Oi = 0和 A 2 x + B 2 y + C z z + D 2 - o 


都垂直的平面的方程为: 






a 2 




b 2 

= 0 # 



c 2 

! 


3. 在直角坐标系中，平面兀的方程为 

■ 

Ax + By + Cz + D 

其中所有系数都不 为零. 设此平面与三根坐标轴分别交于 
M2， M S ，求 A M i W 2 M 8 的面积和四面体.的体积. 

4. 在直角坐标系中，求点到平面的 距离. 

(1) 点(0,2，1>到平面 2JC-3y+53~l = 0; 

r 

(2) 点01,2,4)到平面欠-犮+1 = 0, 

I 

5. 在直角坐标系中，求平面 

j\x + Cfi? + D ^ o 


与平面 

■ 

Ax By + Cz 4 - Dj - o 

之闽的距鹆、 

6. 在直角坐标系中，平面 JT 的方程为 Ajc + By + £) = 0, 求 

2轴到平面 7 T 的距离. 

■ 

7. 在直角坐标系中，如果- •个平面与三根坐标轴均相交， 
则三个截距倒数的平方和等于原点到此平面的距离的倒数的平 

方. 

8. 在直 角坐际 系中，求与平面 

Ax H - By + Cz + D = 0 

平行且与它的距离为 d 的平面的方程. 

9. 在直角坐标系中，设 

tc v . Ax + By + Cz 4 - D x 0 与 A-X + By + Cz + Dg = o 

平行，求与等距离的点的轨迹. 

10. 在直角坐标系中，求平面2 = ax + b + c ■与 xOy 平■面的 

夹角. 

1】.给定遨角坐标系，在平面束 

4 - B t y + C t z -H Dj ) + / i ( A 2 x + B z y + C 2 z + D 2 ) = o 

中求出与平面 Ax ^ Byi-Cz + D = o 垂直的平面的方程. 

12,在直角坐标系中，设巧的方程为 

AfX 4- = 0 ， I = 1,2. 

设巧与 7 T 2 相交， 求巧与 & 交成的二面角的角平分面的方程. 

* J 3 .求到两个给定平面的距离为定比的点的轨迹. 

14. 证明： 空间中满足条件 | A + 办 + 0 + Z )|<# 的点分 
布在两个平行手面 

Ax + By + Cz + D + d 2 = 0 与 Ax + 石夕 + C *2 + D - d 2 ~ Q 

之间， 

正明：空间中满足条件 bh-jiM + l 2 !< a O > o > 的点 
位于中心在原点，顶点在坐标轴上，且顶点与中心的距离为 a 的 
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八面体的內部. 


*16 .在仿射坐标系中，设都不 
在平面兀： A.X + By + Cz + D = 0 _h f J 1 i 正明： A/i 与 

M 2 在平面 tt 的同侧的充分必要条 件是： 

F ^ ― -Ajcj + Byi + 与 = 欠 2 + 万夕 2 + + 乃 

同号， 


§3 直线的方程，直线、平面间的相关位置 


3.1 直线的方程 


从0 



I 


•% 


图 



一个点和一个非零向量决定一条 
直线.取一个仿射标架 
已知点 Mq (X()，<V0，2 q )， 非零向量 
o ( Y ， y ， z ). 现在来求过点且方 
向向量为〃的直线 z 的方程. 

点 m ( w ) ‘在 直线 I 上昀 充分 
必要条件是 M 0 M // V ,即 MqM = b , 

f 是实数.设的定位向量分 
别用 ro，r 表示，则由上式得 


r = r 0 + tv m (2_18) 

(2.18) 称为直线的向量式参数方程 ， t 称为参数，它可以取任 
意实数，参数 f 的几何意 义是： 点 M 在直线 Z 上的仿射标架 
[^oJ »] 中的坐标. 

将 <2.18) 用坐标写出，得 

f x - x Q + tX 9 

， + (2.19) 

, 2 = 2 o + tZ . 

(2.19) 称为直线的参数方程，参数 i 可取任意实数. 

消去参数 t ， 因为0^0,不妨设 Y 年0，则得 

r 、 * 



如果 y 年0，则得 




x ^ Xq y _ w 

- - ■■■■■■ I! 

x ^ r 


( 2 . 20 ) 


如果 Y = 0，则 y = 0，于是如果规定分母为零时就表不分子 
也为零，则 （2.20) 式仍然 成立. 

同理可得 



X 一 Xq ^ 一 ^ q 

X " z ? 

(2.21) 

因而有 



h 

x — x 0 y ~ 之一之 o 

x 一 y - z • 

(2.22) 


(2.22) 称为直线 /的标 准方程 （或点 向式方 锃），它实际 
上是两个方程 （2.20) 和 （2.21) 的联立方程组 • 标准方程中的 

n 

(x，y ，2)称为直线 i 的方向系数，它是 /的方 向向量》的坐标•由 
午对任意非零实数&， h 也是丨的方向向量，所以 A z> > 
也是 z 的方向系数. 

_^如果已知直线 i 上两点馗 〆^，^，^)，％〆々，：^，^),则 
斤^ 2 为！ 的一个方向向量，从而得 丨的方 程为： 

匕 3 = = —u ( 2 ,23) 

^2 -^1 Vz- z t~ z \ 


(2.23) 称为直线 / 的两点式方程. 

任意一条直线可以看成是某两个相交平面的交线 • 设直线£ 

是相交 平面巧 和^的交线， 巧的 方程为 

A t x + B { y + C { z + Dj - 0 , i = 1 ， 2 ， 


它们的-次项系数不成比例•则 

(A x x + B^y + + Dj = 0 » 

1 欠 + 石 2 女 + ^2^ = ^ 


(2.24) 
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是直线 i 的方程，称为〖的普 通方程 • 

山直线 Z 的标谁方程 （2.22) 可写出它的泠通方程.名 ; Y 专0, 
则 （2.22) 可 g 成： 


’ 叉一乂0 — 夕—夕0 

*■ >• - - - - — ■ ■ ™ 

X Y 



\ 



(2.25) 


(2.25) 就是【的普通方程，第一个方程表示平行于 z 轴的平 
面，第二个方程表示平行于 y 轴的平面.对于 Y = 0, 而 Y 年0 
(或2年0)的情况可类似讨论， 

由直线/的普通方程 (2.24) 可写出 f 的标准方程.先找直线 
f 上的一个点 M 0， 如果 


A , B x 

U b ， 0 ， 

则令2 = 0，再去解的一次方程组，求得唯一的一个解 X = 
y ^ v ,. 于是外， o ) 在 i 上.然后再找！的一个方向向量 

«(Y,y ， z) ， 因为 ！；//〜， i = i ， 2 , 所以有 


AX + sy+ C〆 

a 2 x + b 2 y ^c 2 z 


m 


X 


B x C , 


C 


2 


y 


AG 

夾 c 2 


z 


i^i B i 
^2 ^2 


则 


AfX + B { Y + CiZ 


Ai B, C f 

C , 

A 2 B 2 C 2 


0 


1 ， 2. 


所以坐标为 


B x C , 



• 

A t B x 

Ib 2 C 2 

t ™ 

A 2 C 2 

， 

a 2 B z 


(2.26) 
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的向量 I ? 与 Tt^i = 1 ,2) 平行.由于 A 与兀2方程中的一次项系數 
不成比例，所以 (2.26) 中的三个行列式不全为零 C 据定理 I . 4 ). 
这说明于是坐标为 （2.26) 的向量 P 就足 Z 的一个方向向 
量.有了丨上的一个点和它的•个方向向量〜就可以立即 
写出它的标准方程. 

由于直角坐标系是特殊的仿射坐标系，所以上述一切结论在 
直角坐标系中都成立.利用右手直角坐标系的特殊性，在由直线 
的普通方程写出它的标准方程时，求 Z 的方向向量》可以更加直 
观，因为0丄①，其中 n , •是 巧的法 向量， I = 1,2?所以可以取 
v i = ^ iXn 2 f 由于 A 的坐标是 巧， C f )， 所以 c = / Mxn 2 的坐 
标就是 (2.26). 


3.2 两条直线的相关位置 


在仿射坐标系中，设直线 G 过点方向向量为 

0 i( ， Zj)，t = 1 ,2. _^ 

与 〖 2 平行的充分必要条件是 》, //〜，但即存 

在实数使得 P 2 = A 0 l ， 但对一_实数 M 都有 

G 与 G 重合的充分必要条件是 A //〜 //^ M 2 . 即存在实数 
使得 



M X M 




1与相交的充分必要条件是 M , M 2 ，〜， 〜共面，且 


即， 


A 


y 2 一 y\ >"i y 


z t 


z 


0 


(2.27) 


且对一切实数 A , 都有 


j 与 G 异面的充分必要条件是 A 不共面.即 


^0. 
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3.3 直线和平面的相关位置 

在仿射坐标系中，设直线 Z 过点—个方向向 
釐为 ®( X,r , Z > # 设平面 JT 的方程为 Ax + By + Cz + D ^0 m 

f 与 7T 平行的充分必要条件是 P/7T， 且 M。 不在 JT 上，即 
AX + BY + CZ = 0 且 Ax 0 + By 0 + Cz Q + 

/在平面兀 i 的充分必要条件是兀，且从 0 在兀上，即 

+ + 且 Ajc 0 + By 0 + Cz Q + 0 = 0. 

i 与 tt 相交的充分必要条件是1»1兀，即 

AX + BY 

此时，将丨的参数方程 

= x 0 + tX , 

y ~ Vo ^ 尤丫， 

k z ~ z 0 + tZ 

代入 a 的方程中，得 

A (Xg 4- t?Cy + + tY ) + C7(2 。 + tZy + /) = (), 

解得 

t _ A x o t B jo±9 z o±P_ (9 9R x 

1 - ~ AX^hBY +CZ ， 、 Z •如 

再代回到 Z 的参数方程中，可求出！与 a 的交点的坐标. 

3.4 例 

例 2.S 在直角坐标系中，直线 Z 的方程为_ 

x 十 1 夕一 1 ^ + 2 

. - - -- '-■■■- -- 

-2 — 1 —-3 , 

求过《幷且平行于 z 轴的 平面冗 的方程以及！在^^平面上的 

投影的方程，幷且画图， 

解因为 i 的普通方程是 
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X + 1 

-2 1 
m 名 + 2 

II I !■ . ■« I _^fch ■■ ■ —! 

— 2 一一 3 ’ • 

第一个方程表示的平面就是经过！且平行于 2 軸的芊面，因此所 
求平面 JT 的方程为 

x + l y ~1 

-二- 

_ 2 

即 x + 2 j / - 1 = 0, 

I 在^^平面上的投影 G 
是平面 jr 与 xOy 平面的交线， 

所以~的方程是 

(x + 2j/ - 1 = 0, 

1 ^ = 0. 

为 了画平 面兀，先求出它与 
X 轴的交点（1,0,0)，它与"軸交 

A ( o , y ,()). 为了画直线 I 先求出 Z 与: cOy 平面的交点 

(y, +，0 )， f 与 xOs 平面的交点（1，0,1). 

例 2. 4在仿射坐标系中，求过点 Mo (0,0,-2), 与平面 

n u 3 x - t /+2 ^-l = 0 

平行，且与直线 

f x -1 夕一3 尨 

1x1 4 --2 - 1 

相交的直线/的方程. 

解法一先求丨的一个方向向暈以 x , y , z )， 因为 z 过点 
M 9 ，且 i 与 ~相交， 所以有 







1-0 4 x 

3 - 0 — 2 Y = 0, 

0-(-2) 1 Z 

即 Y + y -22 = 0. 

又因为 i 与 A 平行，所以有 

3 X - y + 22=0. 

联立上述两个方程 解得： 

X = 0 f Y - 2Z # 

令 z = i ， 得 y = 2, 所 以/的 方程为 

三 一 A _ g + 2 

稱法二 l 在过点从。，且与 平面巧 平行的平面 巧上 ，设冗 2 
的方程为 

3 x - t / 4 - 2 ^ + D - 0 , 

将的坐标代入，求得 £> = 4. 所 以巧的 方程为 

■ 

3 欠一夕 + 2怎 + 4 = 0* 

I 又在过点以及直线^的平面 7 T 3 上，&的方程为 

^-0 4 1-0 

J /-0 -2 3-0 = 0, 

^ — C — 2) 1 0 — (—2) 

jc + 夕一 2之 一 4 = 0 脅 

因为 f 是巧与 A 的交线， 所以/ 的方程为 


r — 夕+ 2名 + 4 = 0, 

I x + y — = 

解法三设 Z 与 G 的交点为 M 2 0 c 2 , h ' 2 )， 因为^在/, 

上，〜所以有 

f 

欠2_1 夕 2— 3 

- 4 一 _2 一 1 , 

^ 3(^2 _ 0)- (女2 — 0〉+ 2 (-^2 + 2) = 0 4 



64 



之，得乂 2 的坐标为 ( o ，|~，- +)， 因此/ 的方撞 A 


即 



X 

0 



Z 


■ 


习题 2.3 

1. 在给定仿射坐标系中，求下列直线的方程. 

(1) 过点 （-2, 3,5)，方向系数为 （-1 ，3,4); 

(2) 过点（0,3,1)和（-1，2,7). 

2. 在给定的直角坐标系中，求下列直线的方程. 

(1) 过点（一1，2,9)，垂直于平面3欠+ 2夕-之 - 5 = 0; 

(2) 过点（2,4，-1)，与三根坐标轴夹角相等. 

3. 将下列直线的普通方程化成标准方程. 

, f 3尤 一 夕+ 2 = 0， / f ^-1 = 0, 

( 1 ) ( 2 ) 

乂 4 J /+3 艺+1=0; I ^^'2 = 0. 

4. 在给定的直角坐标系中，求下列 直线在 面上的投 
影，幷画图. 


( 1 ) 


x + 1 y — 2 

■ . . —— w - -- ■■■ 

0 _ —1 



( 2 ) | 


2^ + ? } y —1=0, 

4x + 3j/ + z-l^Q m 


5. 判断下列各对直线的位置. 


( 1 ) 



x 夕_ 6 怎+5 

—] 2 3 


( 2 ) 


x + y + 2 = 0, 

y 十之十 1 = 0j 


6. 求直线与平面的交点, 


r x 十 2 + 1 = 0, 

1 叉 + 夕 + 1 = ()• 
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^ 3^ + 2 y + Z - 0} 




y + \ 



2 十 2 

一 


( 2 ) 


r 2 欠屮 3 夕 + 之一 1 = 0, 

1 x+2 夕一怎 +2=0 


7. 求直线 Z 


与 xOs 平面. 


A x x + B'y + C x 2 + - 0, 

+ 月2少 + C ^2 之 + ^2 = 0 


与2軸相交的条件. 


8. 在仿射坐标系中，求下列平面的方程. 

(1) 过直线 h 且平行于直线 G ， 其中 G 沟的方程分 别是: 


x-l y z x y ^ +1 

2 1 - 1’ 2 1 - 2 • 

(2) 过直线 L 

r 2欠 一 夕一 22 + l = 0, 

I x + y + 4^-2 = 0 j 

幷且在 i / 轴和 s 軸上有相同的非零截距. 

(3) 经过两平面 

jt 1: 4尤_]/ + 32一 1=0 和丌 2 : x + 5y - 2 + 2 = 0 

的交线，幷且经过点(1，1，1). 

9. 在给定的直角坐标系中，求下列平面方程. 

(1) 与平面 A : 6 x -2 y + 32+15 = 0平行，且这两个平面与 

点 (0, - 2，-1) 等距？ 

(2) 经过2轴，且与平面以+ #-\/了2-7 = 0交成60°角; 

(3) 经过点 (2, 0,-3)，且垂直于两平面 

I 

7 t iZ x -2 y + 42— 7 = 0和兀 2: 3 X + 5夕一2怎+ 1 = ()• 

10. 在给定的仿射坐标系中，求下列直线的方程. 

(1) 过点（1，0,-1)，平行于直线 
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x +夕+怎= 0, 

x - y - 0^ 



(2) 过点 （1 I ， 9 ， 0)， 与直线 G 和〖2均相交，其中〖1 ,丨2的方 
程分别是： 

^ - 1 y + 3 2 一 5 x y-2 之 + 1 

*-■ _■■■- ■…， ― 一 — • _ 一 • ■ _ 

2 4 3 ? 5-1 1 ， 

(3) 平行于向量（8,7，1),且与直线/,和/ 2 均相交，~,/ 2 的 
方程分 别是： 


^ + 13 





ll . 在给定的直角坐标系中，求下列直线的方程. 
(1) 过点(2,-1,3)，与直线 h 

S 

x _ 1 y z^2 

- - - . ■■■ _ _ __ 

- 1 _ 0 一 2 


相交且垂直（筒称正交）； 

(2) 过点 （4, 2,-3)， 平行于平面欠+ # + 2-10 = 0， 且与直 

线’1 

( ^ + Zy — 2 — 5 = 0 , 

1 2 - 10 = 0 

正交； 

(3) 从点 (2, -3,-1) 引向直线 

h 

f X — 1 y + 1 z 


的垂线； 

(4) 经过点 M 。， 且与直线 r = r 】 + to 正交， 

12. 在中，设 P , Q , 尺分别 是直线 A 丑， BC ， C 4 上的 

点，幷且 

■ 

AP = A P5 , BQ ^liQC , CR ^vRA m 

证明： AQ, ⑽ ,CP 共点的充分必要条件是 ； ^ = 1 〈注；若 AQ, 


M 
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丑 i ?, CP 彼此平行，则也认为它们有一个公共点 • 这在第七幸谷 1 


将详细 讲). 


1 


o 


. 用坐标法证明契维定理：若三角形的三边依次被分割 


成 


入： V •入， 


其中均为正实数，则此三角形的顶点与对边分点的连线交 
于一点 • 

14. 求出直线2 

( + B^y + + D L = 0, 

1 A,x + B 2 i/ + C 2 s+ D 2 ^0 


和平面 k 


Ax + j 0 i / + Ca + £> = 0 


平行或 i 在 a 上的条件* 

*15. 证明：如果直线 M 

(A x x + B x y + C x ^ 4 D x - 0% 

l A 2 x + B 2 y + C 2 z ^ D 2 = o 

与直线 4 

r A z x + B 3 y + C 3 z f 二 0, 

I A 4 x + B A y + C 4 z +^>4 = 0 

相交，那末 

I A, B\ C v D, 

I A 2 B 2 C 2 h L 0 . 

乂 3 丑 3 C 3 D 3 

^4 *^4 ^4 ^4 

j 

丨 6. 证明；任何与直线 G 


(A x x + B x y + + D x ^ Of 

i AgX + 丑达夕 + G? 之 + = 0 


和直线〗 



j A.^x + + + ^3 — 0 ? 

l 十 =() 

都相交的直线〗的方 程为： 

c + B + + £? i ) + /^(乂2乂 + 石2少 + Cp + 乃这 ）= 0， 

t A’ （ ^4 3 x + + C〆 + D 3 ) 十 〆 {A a x + B A y+'C^ + = 0 , 

其中 A , p 是不全为零的实数，^，^也是不全为零的实数. 

-17. 证明： 到三角形的三个顶点等距离的点的几何轨迹是 
—条直线. 

*18. 在直角坐标系中，给定点 A ( l ,0,3) 和 iB (0,2,5), 直 

线/ 


x ~ 1 y + 1 z 

- —— 1 * - —- . ■ ■■■ 

2 一 1 一 3 ' 

设各为 A ， jB 在 Z 上的垂足，求以及 A 、£ f / 的坐 

I 

标參 

*19. 在仿射坐标系中，求出过点^。 （ X 。， < V 。 ， ） ，幷且与平 

面 

7T i： A t x + B x y + C { z + £) 4 = o, i = 1 ,2 

都平行的直线的方程 》 

§4点、直线和平面之间的度量关系 

本节均在右手直角坐标系中讨论. 

4.1 点到直线的距离 

设直线 i 过点 M 。， 方向向 
量为^ 由图 2. 6看出，点 M 到直 

线/ 的距离4是以^为邻 
边的平行四边形的底边 V 上的 
高，因此有 



pa 2.6 





(2.29) 


4.2 两条直线之间的距离 

定义 2.1 两条直线上的点之间的最短距离称为这两条直线 

间的距离. 

如果 G / G ， 则 G 上的一个点到“的距离就是 G 与~间的距 
离；如果 G 与〖 2 相交或重合，则 G 与 G 之间的距离为零. 

下设 G 与 G 异面，6过点 Mi ， 方向向量为 〜， i = l ，2, 且 

p 

V l)k V 2, 

定义 2. 2分别与两条异面直线垂直相交（即正交）的直 
线 i 称为 G 与 G 的公垂线，两垂足的连线段称为公垂线段. 

命题 2. 4两条异面直线 G 与 G 的公垂线存在且唯一. 

证明存在性. 因为* >1策》2，所以与 1 >1 x %不共线.于是 

决定一个平面 

■ 

兀 1. 同理 ，X 决 

定一个平面巧.因为 
根据习题 1.5 第11题我们知, 

v 1 X (^! X » 2 ) 与 》 2 X (A X v 2 ) 

不共线，而它们分别是^ 
图 2.7 和 A 的法向量，于是 A 与 

兀2必相交，设交线为〖的方向向量为： 

[«! X (I；! X « 2 )] X [tfg X (»! X 0 2 )], 

据习题 1.5 第10题知，这个向量等于因此， 

? VX » 2 就是 /的一 个方向向量，由于 

(=1,2， 

所以 

/丄/“ 丨 =1，2. 

因为 Z 与 G 都在汗 i 內，且所以/与~相交，1 = 1, 

’ « T 
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* 

2. 这衾 _ A 与 兀2 的交线£就是〖1与〖2的公垂线. 

唯一性，假如 P 也是〗1与！2的公垂线，则的方向向量垂 
直于〜，1 = 1,2，从而*^><1； 2 就是 r 的一个方向向量.因为 r 在 
由 G 和 h X v 2 决定的平面 A 內，I’ = 1，2,所以 r 是^与 JT 2 的 
交线，于是^与 f 重合， 

命题 2. 5两条异面直线〖，与〖 2 的公垂线段的长就是“与匕 

之间的距离. 



证明设八尸2是 G 与 L 的公垂线段•在 G 上任取~^点 Qj ， 

> = 1,2. 作出由乂 w 2 决定的平面; T ， 于是公垂线 iWLx , 
由0 2 作兀的垂线，设垂足为 JV ， 因为 f 2 /7 T ， 所以丨；^尸 2 | = | Q 2 iV |. 

于是 


\ Q 2 Q } \>\ Qz ^\ - f 山 


所以 f 2 |是 G 与 i 2 上的点之间的最短距离. 

命题 2.6 设两条异面直线匕山分别过点方向向量 
分别为〜，〃 2 ，则 G 与〖2之间的距 离为： 



(2.30) 


钲明设 G 与~的公垂线段为 ' P 2 , 因 为公垂线的方 向向量 

为 qxi ? 2 ， 所以 P , P 2 /q x 口 2 :. 记 e = (q X。 2 ) 0 •则 
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d 二 IP X P 2 1 - I P x P 2 *e i ~ I ( P 1 M 1 + M 2 + M 2 P 2 ) *e j 


— iVf J M2 • € 

H._ _ ^ 

二 I mTm 2 ^ 二 

[»1 X y 2 | I ki X r 2 | * 

公式 (2. 3\0)的儿何意义是：两条异面直线 L 与 G 之间的距离 
d 等于以^? 2 , ^> 2 为棱的平行六而体的体积除以以 q ,〃 2 为 

邻边的平行四边形的面积. 

4.3 两条直线的夹角，直线和平面的夹角 

定义 2. 3两条直线的夹角规定为它们的方向向量的夹角或 
它的补角. 

定义 2. 4直线/与平面兀(/不垂直于 a ) 的央角规定为 Z 与 
它在兀上的垂直投影所夹的锐角0，当 i 丄 7 T 时 ， L 与 7 T 的夹角规 
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定为 Y . 

设平面 v 的法向量为《 ，/的 方向向 量为心 则从图 2. 9 看出： 



m 2.9 因此 


sin Q = | cos < i ;，# i >| • 
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1. 求下列点到直线的距离* 

(1) 点 （- 1，-3,5)，直线 






V? _ 

幺 + 1 



(2) 点（1，0,2)，直线 

， 2欠 一— 2之 + 1 = 0, 

、 x + y + Az ^ 2 ^ 0 . 

2 ,求下列各对直线之间的距离. 



欠+1夕一1 之+5 

一 1 3 2 





与 


欠一] j / 一 3 



宕 + 1 


(3) 



x + y ^ z + 1 - Q ^ 

x + y = 0 


与 


x - 21/ f 3^ - 6 = 0, 

2x — 夕丄 3 之一 € = (>• 


3. 求下列各对直线的公垂线的方程. 




欠 ”―1 = 0, 
怎= 0 



4. 求下列各对直线的夹角. 



^ + 1 夕一3—之+ 4 
— 1 1 2 


与 


x ~ z + I = 0 ， 

2 夕 + 之一 2 = 0, 

x - 1 y z - 1 

^ — — m . 

一 2 一 4 —一 3 



x + j / + 0 — 1 = 0, 
x + p + 2 ^+ l =0 


与 


( 3 x + ^ + 1 = 0, 

1 夕 +3之+2=0鲁 


5. 求下列直线与平面的夹角, 


(1) 直至矣 = f 二^^,平面夂一 2夕十4 怎一 1 = 0 i 


(2) 直线 { 


X — j / 一之+ 2 = 0, 
2 x - 3 j / f - 3-0, 


平而 2 x - ^ + 1 = 0. 



* 


求平面 Ax + Bi / + Cs + D =： q 与坐标細的夹角， 


的条件下，此平面与三根坐标轴成等角. 

7 . 设异面直线 G A 的方程分别为 


在怎样 


x-x x y - y x z-z x x - x 2 y - y 2 z-z 2 

— -- - ■ ■■ - . _ ，■ ■ 一 … . - ■ - - 一 —■ ■ ■ ■ I ■ 

A — 八 — 4 ， y 2 r 2 ™ z 2 ^ 

■ 

求与人 等 距离的平面的方程. 

8. 已知两条异面直线 G 和“， 证明： 连接 G 上任一点和 G 
上任一点的线段的中点轨迹是公垂线段的垂直平 分面. 

9. 在直角坐标系中，点 P 不在坐标平面上，从 P 点到 xOz , 
xOy 平面分别作垂线，垂足为 M 和 7 V . 设直线0/>与平面 OMW , 
xOy ， j / Oij ' Ox 的夹角分别为 0， ctj ， y . 则 

csc 2 0 = csc 2 a + csc 2 j5 + csc 2 y # 


74 



第三章常见曲面 


« 


本章将介绍一些常见曲面，一方面了解如何利用曲面的几何 

a 

特性建立它的方程，另一方面熟悉如何利用方程硏究曲面的几何 
性质.本章的讨论均在右手直角坐标系中进行. 


§1球面和旋转面 

1.1 球面的普通方程 

我们来求球心为半径为的球面的方程.点 

在这个球面上的充分必要条件是丨 M ~ M \ = R f BP, 

(jc- x Q y + ay - t/ 0 y + o- z Q y = 尺 \ (3.i) 

展开得 

X 2 + t/ 2 + z 2 + 2b x x -f- 2b z y + 2b z z + c = 0 ， (3.2) 

其中 ，\ 二- x 0 , b2 = - y 。，^3 = — ^ = ~~ -^ 2 » 

(3.1) 或 (3.2) 就是所求球面方程，它是一个三元二次方程， 

沒有交叉项（指项），平方项的系数相同.反之，任一 
形如 （3.2) 的方程经过配方后可 写成： 

(X + W + (iZ + b 2 y + (2 + f ? 3 〉 2 + c - bl - b 2 2 ~ bj = o f 

当 b \ + b \^ bl ： > c ^, 它表示一个球心在 （~ A ，- 半径 

为 v /6?+ &i + H -<? 的球面 》 当 + 时，它表示一个 
点 （ _ ， - \， _ &3);当时，它沒有轨迹（或者说 

它表示一个虡球面)， 


/[> 


1.2 球面的参数方程，点的球面坐标 



如果球心在原点，半径为 A ， 

在球面上任取一点 
从 M 作 xOy 面的垂线，垂足为 

N , 连 OM ， OiV . 设 x 轴到 

的角度为 ^' OA ? MOM 的角度 
为 0( jVf 在 xOy 面上方时，沒为 

正，反之为负），则有 


^ x - R cos @ cos 沪， 
^ y 二 R cos 0 sin ( p ， 
z = R sin 0. 

N • 


0«2宂， 

— _ C7 ~ -. 

2 2 


(3.3) 


(3.3) 称为球心在原点，半径为&的球面的参数方程，有两个参 
数史 ,0，其中 * 称为 经度， 0称为纬 度* 球面上的每一个点(除去 
它与2轴的交点）对应唯一的一对实数（ 0 ，0，因此( 0 4)称为球 


面上点的曲纹坐标. 

因为空间中任一点必在以原点为球心，以尺 


= 10 M | 为半径的球面上，而球面上的点（除去它与2轴的交点 
外）又由它的曲纹坐标 do 唯一确定，因此，除去 2 轴外，空间 
中的点 M 由有序三元实数组(只，0唯一确定.我们把 ( Hf ) 


称为空间中点从的球面坐标（或空间极坐标），其中只>0, 


一 0<史<2\点 M 的球面坐标（/?，0,炉）与 M 的直角 


坐标 ( v ， W ) 的关系为 




= R cos 0 cos 识， 
y = R cos 9 sin < p 9 


R>Q ， 


2 


<0 



(3.4) 


R sia Q 


P 


0<^P<2«, 
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1.3 曲面和曲线的普通方程、参数方程 


从球面的方程 （3.2) 和球面的参数方程 (3.3) 看到，一般来 
说，曲面的普通方程是一个三元方程 ) = 0. 曲面的参数 
方程是含两个参数的 方程： 

’X 二 X(U, P ) ， 

« b ， c ^. v ^ d 9 (3.5) 

其中，对于的每一对値，由（3.5)确定的点0, <? /， 5 0在此曲 
面上；而此曲面上任一点的坐标都可由 （ W ) 的某一对値通过 
(3.5) 表示.于是通过曲面的参数方程 （3. 5)，曲面上的点（可能 
要除去个别点)便可以由数对（〃，^^来确定，因此 （ u ， y ) 称为曲面 
上点的 曲纹坐 标. 

空间中曲线的普通方程是两个三元方程的联立： 

rF ( x f y , z ) = 0, 

^G{x,y f z') = 0 . _ 

即空间中曲线可以看成是两个曲面的交线.曲线的参数方程是含 
仃一个参数的方程： 

( JC = X(t ) ， 

y - i /(0? (3.6) 

其中，对于的每一个値，山（3.6)确定的点(^')在此 
曲线上，而此曲线上任一点的坐标都可由 t 的某个値通过 （3.6) 


表示 



例如， 


球面 V +少 2 十之 2 =：以与 xOy 平面相交所得的圆的普 


通方程为 


x 2 y z + z 2 = R 2 f 
^ = 0 # 


而这个圆的参数方程是 
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， y 



r x ~ R cos <jp ， 

I 

^ y - R sin <p f 0 $>< 2 丌 . 

，0， 

1.4 旋转面 


球面可以看成是一个半圆绕它的直径旋转一周所形成的曲 
面，现在来硏究更一般的情形， 

定义 3.1 —条曲线 r 绕一条直线 z 

I 1 旋转所得的曲面称为旋转面 . Z 称为轴， 



r 称为母线. 


母 线尸上 每个点 Mo 绕 z 旋转得到一 
个圆，称为纬圆，纬圆与轴垂直.过！的 
半平面与旋转面的交线称为经线（或子午 


线）.经线可以作为母线，但母线不一定 
是经线， 

已知轴〖过点 ，力） ，方向向量 
为 o ( f , m ，7 i )， 母线 r 的方 程为： 

fF(w) = 0 ， 

1 g ( H 0) = O . 


我们来求旋转面的方程， 

点在 旋铸面 上的充分必要条件是 M 在经过母线尸 
上某一点於。0。，知'。）的纬_上（如图3.2).即，有母线 r 上的 
—点从0 使得从和到轴 i 的距离相等(或到轴上一点的距 

离相等）；幷且丄 L 因此，有 

r FO 0 w 0 ) = 0 ， r 

0( 欠 0, 夕 0 ，怎 0) = 0 ， 

, - -^ V 

| MM X x «;| = | M 0 A/j xv\ f 

d(x-x 0 ^) + m (夕 一 j/ 0 ) + nO - 怎 0 ) = O. 

从这个方程组中消去参数就得到 52 的方樺，它就 
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是所求旋转面的方程， 

现在设旋转軸为2轴> 母线 t 在 〆 ^平面上，共方程为 

= 0， 

1乂： 0. 

则点在旋转面上的充分必要条件是》 

p /(y 。 ，怎 0) = 0 ， 

欠0 = 0， 

P + y 2 = xi +yl 9 

‘1 • O — 0 0 ) = ()• 

消去参数得 

/( 士 v / x 2 + j / 2 ，2)二 ()• (3.7) 

I 

(3.7) 就是所求旋转面的方程.由此看出，为了得到夕02平面上 
的曲线 r 绕 z 轴旋转所得的旋转面方程，只要将母线 r 在 〆 ^ 
平面上的方程中 y 改成土 v /^ F ， 2不动.坐标平面上的曲线 
绕坐标轴旋转所得旋转面方程都有类似的规律. 

例 3.1 母线厂 

p 2 = 2p? f 
lx - 0 

绕怎 軸旋转所得旋转面方程为 

X 2 + t/ 2 = 2pz y 

这个曲面称为旋转 抛物面 （如图 3.3). 

例 3. 2母线厂 



绕 x 轴旋转所得曲面方程为 

X 2 J / 2 + Z 2 

| ■ - h - r \ I ■ 

a 2 b 2 
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V 



® S,3 0.4 


这 个曲面称为旋 转双叶双曲面 （如图 3.4). 「绕軸旋转所得曲 
面方程为 



图 3.5 图 3.6 


即 （ x 2 + I / 2 + z 2 + a 2 — r 2 ) 2 = 4 a 2 (x 2 + y 2 )^ 

这个曲面称 为环面 （如图 3.6). 
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例 3,4 设 M 和 G 是两条异而截线，它们不垂直.求 G 绕~ 
旋转所得曲面的方程. 

解设 G 和 L 的距离为 a . 以 G 为4油，以 G 和的公垂线 
为 x 軸，且使 G 与 x 軸的交点为 （ a , 0,0)，建立一个右手直角坐 
标系.设〖 2 的方向向量为* KZ ， m ， n ), 因为/ 2 与 r 轴垂直，所以 
» * «i = 0,得 i = 0. 因为 G 与 G 异面，所以*^人6 3 ,于是 m ^ O , 
因此可设》的坐标为（0，1夕），因为 h 与 G 不垂直，所以 p • «8=^ 
0 ,于是 6^0. 因此，4的参数方程为 

x = a f 

，n - oo < i < + co . 

[z - bt f + 

点 M 在旋转面上的充分必要条件是 


消去参数 


/x 0 = a, 

^m. 

yd 

2^ — bty 

X z + + yl , 

\\ • (z - ^ 0 ) = 0 # 


得 

X 2 



即 


X 2 t/ 2 z 2 



这是一个旋转单叶双曲而 . 


习题 3.1 

1 . 求下列球面的中心和半径. 

(1) x 2 + j/ 2 - z 2 - 12X + 4^ - 6^ - 0; 

(2) x 2 + 夕 2 + 怎 2 - 2乂 + 4夕一 6之一 22 = ()• 

2. 求下列球面的方程， 



<1) 以点 A (1，0,3), S (2, -1,4> 的连线段为直径; 


(2) 过点（1， - 1，1)，（1，2, - 1)，（2,3,0)和坐标原点 j 

(3) 过点（1，2,5),与三个坐标平面相切； 

(4) 过点 （2, -4,3)，且包 含圆： 

rx 2 + y 2 = 5, 

i«= 0. 

3. 过球面上一点与此点所作半径相垂直的平面叫做切面. 
给定球面 

欠 2 + 夕 2 + 怎 2 + 2欠一 4夕 + 4^ - 20 = 0, 

求过这球面上一点 (2,4,2) 的切面方程， 

4. Ax + By + Cz + D ^ 0(A>0 5 丑， C，D<o ) 与三个 

坐标平面组成一个四面体，求內切于这个四面体的球面方程. 

5. 求下列圆的中心和半径. 

(1) fx 2 + s / 2 - bz 2 -\ 2 x + iy - Q y 

\ 2 x + 夕 + 2+1 = 0; 

(2) rx z + y 2 + z 2 = 只 2 , 

[Ax + By + Cz + D = 0 9 

6. 求过三点(3,0,0)，（0,2,0),(0,0,1)的圆的方程. 

7. 证明曲线 

x = 3 sin t, 

= 4 sin t, 

[3=5 cos t 

是一个圆，幷求该圆的中心及半径. 

♦8. 证明： 曲线 

f r - t 

t 2 

y = » 

t 3 
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N 


Z 


1 + t 2 + 



<-CO<£< 



) 表录一条球面曲线，幷且求它所在的婊面. 


9. 求旋转面的方程. 




y 


— 1 


1 




之一 1 

— ^ ~ ~ r I ■ 

2 


旋转; 


( 2 ) 


x 

2 


y 


?— 一― 1 绕 x 

—] 统1 


y 


Z - 






旋转; 


(3) x - \ = 4 绕怎轴旋转; 


(4) 父一 1 


y 


3 


5 绕上 


y 


z 


1 




旋转; 


{ rr 一 /7 v -i- /) 

’ 年 o ) 绕 s 轴旋转; 

z - cy + a 
4 x 2 + 9 i / 2 = 36 ? 

(6) 彳 . 绕 x 轴旋转； 

O — 2) 2 + 夕 2 = 1， 

(7) { 绕 y 轴旋转； 

^ = 0 

( XV = a 2 9 

. 绕这曲线的渐近线旋转； 


z 


(9) 


y ~ 

^ = 0 


3 


绕夕轴旋转; 


( 10 ) 


x 2 + y 2 = 1 ， 

Z — X 2 


-绕 S 轴旋转. 


4 


氺 


10. 证明： 2 = ^^表示一个旋转面，幷且求它的母线和 


转轴. 


聲 


11. 适当选取坐标系，求下列轨迹的方程. 
CD 到两定点距离之比等于常数的点的轨迹; 
(2) 到两定点距离之和等于常数的点的轨迹; 
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(3) 到定平面和定点等距离的点的轨迹. 


§2柱面和锥面 


定义 S .2 


_ 


7 J 桎面方程的建立 

条直线 I 沿着一条空间曲线 C 平行移动时所形 


成的曲面称为桂面. Z 称为母线， C 称为准线. 

按定义，平面也是柱面. 

对于一个柱面，它的准线和母线都不 唯一， 但母线方向唯一 
(除去平面 外)， 与每一条母线都相 交的曲 线均可作为准线 . 

设一个柱面的母线方向为 》(〖， m ， n ), 准线 C 的方程为 


響 




图 


我们来求这个柱面的方程. 

点 Mdx ， y ， z ) 在此柱面上 

的充分必要条件是 M 在某一条 
母线上，即，有准线 C 上 

使得 M 在过对0， 
且方向为 C 的直线上（如图 3.7). 


因此，有 


^ f Po ^ ™ 

G (乂0，夕0,之 o ) = 0, 




x 0 十 


y — 

z = z 0 -h nu• 


消去 r Q ， y 。,％， 得 


F(x - lu，y - mu ，之 —nu) 二 0, 
G{x — lu，y - mw，2 — nu) = 


再消去参数〃，得到 IV 的一个方程，就是所求柱面的方程 
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t 口果给的是准线 C 的参数方程 



a .« b . 


(3.8) 


x = / ⑴， 

y 二 .9 ⑴， 

z — h ( t ) ， 

则同理可得柱面的参数方程为 

I X = f (t) + lu ， 

y 二 g(t) + mu f 

z - h(t) + nu. 



- OQ 〈 li 〈 + oo # 


(3,9) 


2.2 圆桎面，点的桂面坐标 


现在来看圆桂面的方程.圆柱面有一条对称轴！，圆柱面上 

每一个点到 轴/的 距离都相等，这个距离称为圆拄面的半径.圆 

柱面的准线可取成一个圆 C， 它的母线方向与准线圆垂直. 痛果 

知道准线圆的方程和母线方向，则可用 2.1 中所述方法求 出圆柱 

面的方程.如果知道圆柱面的半径为 r ，母线方向为 

以及圆柱面的对称軸〖0经过点 M D Oo，Wo)， 则点 M(nsr) 

在此圆柱面上的充分必要条件是 M 到轴 G 的距 离等于 r ,即 

- ^ 

~~ M • : 

由此出发可求得圆柱面的方程.特别地，若圆柱面的半径为 r， 

对称轴为 z 轴，则这个圆柱面的方程为 

x 2 +t/ 2 = r\ (3.10) 

空间中任意一点 M(w) 必在以 r = v/^ 2 为半径，以 

^軸为对祢轴的圆柱面上.显然这个圆柱面的参数方程为 


\ = rCOS0 ， O<0<2n, 

* y = r sin 0 ， 

^ = u, -co< W <4-oo. 

因此，圆柱面上的点 M 被数偶 (0， u ) 
所确定.从而空间中任一点 M 被有序 
三元实数组所 确定. （ r，0，tO 
称为点 M 的桂面坐标.点 M 的柱面坐 



X 


雪 
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标与它的 K 角坐 标的关 系是: 



0<0<2丌， 

- oo 〈 u 〈 + oo • 


(3.11) 


2.3 柱面方程的特点 

从 (3.10) 看到，母线平行于 z 轴的圆柱面的方程中不含 z 
(即2的系数为零），这个结论对于一般的柱面也成立，即，我 
们有 

定理 3.1 若一个柱面的母线平行于2轴(或 x 轴，或1/轴）， 
则杗的方程中不含2 ( 或 x ，或 JO ; 反之，一个三元方程如果不 
含2 ( 或^，或^ ) ，则它一定表示一个母线平行于2轴（或％轴， 


或夕轴）的柱面. 

证明设一个柱面的母线平 
行于2轴，则这个柱面的每条母 
线必与 xOy 面相交，从而这个 
柱面与 xOi / 面的交线 C 可以作 
为准线，设 C 的方程是 

r /(3 c ,^) = 0» 

U = 0. 

点 M 在此柱面上的充分必要条件 
图 3 . 9 是：有准线 C 上一点 M 0 ( x 0 w 0 ) 

使得 M 在过於。且方向为 0(0,0,1) 的直线上，因此，有 

f 7( 尤0,犮 0) = 0， 

怎0 = 0， 

( X = 

y 二 

\ z ^ z 0 + u 9 



消去 X 。， 夕 0， 之 0， 得 
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二 ()， 

1^ = u 9 

味 I 于参数 u 可以取任意实数値，于造得到这个柱面的方程为 

/0,夕 ） = 0 

反之，任给一个不含2的三元方程以 w ) = 0， 我们考虑以 
曲线 cy : 

= o ? 

'2 = 0 

为准线，以 S 轴方向为母线方向的柱面，由上述议论知，这个柱 
面的方程为 5 O ， y ) = 0. 因此，方程 0(130 = 0 表示一个母线平 
行于2轴的柱面. 

母线平行于^轴或^轴的情形可类似讨论. 

例如，方程斤+ & - 1 = 0表示母线平行于 2 軸的柱面，它与 
xOi / 面的交线为 



这条交线是椭圆，因而这个柱面称为椭 圆柱面 （如图 3.10)* 
类似地，方程 



分别表示母线平行于2轴的双 曲桂面，抛物桂面 （分别如图 3. 11 



图 3.10 


m 3.11 

1 _i *： 




# 


12). 




2.4 锥面方程的建立 

定义 3. 3在空间中，由曲线 C 上的点与不在 C 上的一个定 
点 M 。 的连线组成的曲面称 为锥面 ， M q 称为 顶点， C 称为 准线， 

C 上的点与的连线称为母线， 

一个锥面的准线不唯一，与每一条母线都相交的曲线均可作 
为准线. 

设一个锥面的顶点为 M 。 (心 ，外，％)，准线 C 的方程为 

= 0 , 

= 0 . 

我们来 求这个锥面的方程. 

点在此锥面上的充分必要条 件是： M 在一条母线 
上， 即，准线上有一点使得 M , 在直线 M 0 M 上•因 
此，有 

f = o, 

I G ( 欠 1 ，夕 i ，公 I 〉二 0 ， 

/ x x - x 0 + ix - x 0 )u ， 

yi 二 y 勺七 ly _ 

消去得 

{ 尸 （ x 0 + (x — x 0 )u ， t/ 0 + (j/- j/ 0 )u, 2 0 + (e-z 0 )u) = 0 ， 

16*(6+O- 义 0 )“ ，女 0+( 夕一夕 o)w ， o — 念 0 ) 以 ） = 0 ， 


再消去*，得到的一个方程，就是所求锥面的方程. 
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对于圆錐面，它有一根对称轴【，它的毎一条母线与轴^夹 
的说角都相等，这个锐角称为圆锥面的半顶角.与轴丨垂直的平 
面截圆锥面所得交线为圆，如果已知准线圆方程和顶点的坐 
标，则用 2. 4 所述方法可求得圆锥面方程.如果已知顶点的坐标 
和轴 i 的方向向量》以及半顶角 a ，则点在圆锥面上 
的充分必要条 件是： 


-- ^ 

〈 M 0 M ， vy- a 或 jt-a, 

因此，有 

|cos<M 0 M,i;>| = cosa # (3,12) 

由 （ 3.12) 可求得圆锥面的方程 . 


例 3. 5 求以三根坐标轴为母线的圆锥面的方程， 

解显然这个圆锥面的顶点为原点0,设轴 Z 的方向为〃， 
因为三根坐标轴为母线，所以由 （3.12) 得 

|cos<e 0 i;>| r ： |cos<6 2 ,r>| =： |cos<e 3 ,i;>|. 

因此，轴丨的一个方向 向量 0 的坐标为 （ i ， i ， i ) 或 （ i ， i ，- i ) 或 
a ，- i ， i ) 或 （ i ,- i ，- i ). 考虑》的坐标为 （ i ， i ， i ), 其余三种 

情形可类似讨论. 

因为点 M ( xw ) 在这个圆锥面上的充分必要条件是 


即 


于是得 

h 


|cos <0M ,i;>| = I cos<e 1 ,e>|, 


jOM > v\ 

\0M\\^\ 



xy + yz + xz= 0. 


这就是所求的 j 个圆锥面的方程 

— I ■ 



C 3.13) 




2.6 锥面方程的特点 


方程 ( 3 . 13 ) 的特 点是： 每一项都是二次的，称为二次齐次方 

程.如果令 = W + P + 仰，则有 

F(tx ， tj/ ， tz) = t 2 (xi/ + yz + xz) = t 2 F(x y i/ f z) % ( 3 . 14 ) 

关系式 ( 3 . 14 ) 可反映方程 ( 3 . 12 ) 是二次齐次方程的这一特点 .一 

■ 

般地，有 

定义 3. 4 F ( x ， y ) 称为是的 n 次齐 次函数 （ n 是整 
数），如果 

F(tx,ty t tz') = t n F( w) 

对于定义域中一切以及对于任意非 零实数 i 都成立•此 
时，方程 F ( H 2) = 0 称为的 n 次齐次 方程. 

定理 3. 2 的齐次方程表示的曲面(添上原点）一定是 

以原点为顶点的锥面 • 

、 证明 设是 n 次齐次方程，它表示的曲面添上 
原点后记作在&上任取一点“。(々，仏，％), 不是原点, 

于是直线上任一点的坐标^，^，义)适合 

^ V 一- Aj * 争 

人 1 — 入 Q I y 

- ^ o . (3.15) 

从而有 

尸 （欠1 ， 少1 ,怎 1) = *^(欠0亡，夕0(，怎0【） = (叉0，夕0,之 0) = 0, 

(3-16) 

因此^^在& 上. 于是整条直线 OM fl 都在 S 上，所以$是由过原 
点的一些直线组成的，这说明&是锥面 • 

定理 3. 3 在以锥面的顶点为原点的直角坐标系里，锥面可 
以用 x ， y，z 的齐次方程表示， 

证明从略， 


1. 求半径为 2 ，对称轴为^ = 音的圆柱面方程. 

2. 设圆柱面的对称 轴为： 

I X — 

j/ = 1 + 2ty 

^ = — 3 - 2(， 

且已知点 M x ( i , - 2, 1) 在这个圆柱面上，求这个圆柱面方程. 

3. 已知圆柱面的三条母 线为： 

x = y = z f x-\-l = y = z - x^\ - y-\-\ = z f 

求这个圆柱面的方程， 

4. 求柱面方程. 

(1) 准线为 

fM 2 = 2^, 

lx = 0， 

母线平行于 x 轴； 

I 

(2) 准线为 

= 0 , 

母线方向为（1， - 1 , 1 ); 

(3) 准线为 

rx 2 + 夕 2 + 之 2 = 1， 

^ 2 x 2 + 2 y 2 + 之 2 二2， 

母线方向为 （-1,0,1); 

(4) 准线为 

( x ~ y 2 + z 2 9 
x = 2^ 9 

母线垂直于准线所在平面， 
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5. 求准线为 

f r 2 

, 4 

，= 0 

的圆柱面的方程，这样的圆柱面有几个？ 

6. 求顶点为（1，2,3),轴与平面 + + l = 0 垂直， 

母线与轴夹角为 f 的圆锥面的方程. 

7. 求顶点为（1，2,4)，轴与平面訌+ 2 夕+ 2 = 0垂直，且经 
过点（3,2，1)的圆锥面的 方程. 

8. 给定球面工 2 + y 2 + z z + 2 x-Ay + 4^-20 = 0，求以（2,6，10) 

为顶点的切锥面的方程， 

9. 求锥面方程. 

0) 顶点为 （4,0，-3), 准线为 

(x 2 ,y 2 _, 

I - 十 - 一丄， 

25 9 

，= ()• 

I 

(2) 顶点为原点，准线为 

I x 2 - t= u 

_ 5. 

(3) 顶点为原点，准线为 

ex 2 + y 2 = 3 ， 

lx 2 + + 2 ^ — 5 = 0 # 

(4) 顶点为 （0,0, 2及），准线为 

r X 2 + y 2 + = 2 只2， 

\ax + by + cz + d - 0 9 

10. 已知锥面 S 的顶点为 (2, 5,4)， s 与 J / Os 平面的交线为 
一圆，这个圆的圆心为（0，1，1)，半径为2,求这个锥面方程” 
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*11. 已知球面 v + y 2 + 2 2 = l 的外切柱面的母线垂直于平 
面 X + 夕 -22 -5 = 0，求这个柱面方程. 

*12. 证明： 球面的外切柱面是圆柱面. 

*13. 过^轴和#轴分别作动平面，交角 a 是常数，求交线 

的轨迹方程，幷且证明它是一个锥面. 

§ 3二次曲面 

前面两节，我们抓住几何特征很明显的球面，旋转面，柱 
面，锥面建立它的方程.本节则对于比较茼单的二次方程，从方 
程出发去硏究图形的性质. 

我们已经知道二次方程 

«i2 v 2 f i2 

- 2 +| 2 —1 = 0 , ^ - ^ = 0 ? x 2 + 2 p ^=0 

a 2 b 2 a 2 h 2 

分別表示椭圆柱面，双曲柱面和抛物柱面.而二次方程 



则表示二次锥面，现在再硏究几个二次方程表示的图形. 

3.1 椭球面 


方程 



l(a 9 b ? c>0) 


(3,17) 


表示的图形称为禰 球面. 它有以下 性质： 

(1) 对称性.因为方程 (3.17) 中用 - X 代 r ， 方程不变，于 
是若点在椭球面（3.17)上，则^点关于 〆 ^面的对 
称点 （-^ y ) 也在此椭球面上，所以此椭球面关于 〆 ^面对 
称.同理，由于 (3. m 中用 - J / 代灰 （-2 代 z ) 方程不变，所以 
此椭球面关于 xOz 面 OOy 面）对称.因为方程 （3.17) 中同时 
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用 - X 代 X , 用代#，方程不变，所以图形关于 Z 轴对称. 


类似的理由知，图形关于 y 轴、 x 轴也对称.因为 （3.17) 中同时 
用 - X 代 X ， - y \\ y , -z it ^ , 方程不变，所以图形关于原 
点对称，总而言之，三个坐标面都是椭球面 (3.17) 的对称平面， 
三根坐标轴都是它的对称轴，原点是它的对称中心. 

(2) 范围.由方程 (3.17) 立即 看出： 

I x I 1 y I ^ 1 2 1 

(3) 形状.曲面 （3.17) 与 xOy 面的交 线为： 

"jc 2 y 1 

■ - 

^ a 2 ft 2 = 1 ， 

= 0 . 


这是在 xOj / 面上的一个椭圆.同理可知，曲面 (3.17) 与 〆 ^ 

■ 

面 ( xOr 面）的交线也是椭圆. 

用芋行于 xOy 面的平面 2 = A 截曲面 (3. 17) 得到的交线（称 

_ 

为 截口） 为： 



当时，截口是 
椭圆；当 a 卜 c 时， 
截口是一个点》当 

时，无轨迹. 

(4) 等高线.把 
平行于: cOy 面的截 
口投影到 xOy 面上 
得到的投影线称为等 
高线（见下页的图 
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方程 


3.2 单叶 双曲面和双叶双曲面 





y 2 2 2 

■ - 1—r*, 

C 2 



(a ， b ， c>Q) 


(3.18) 


表示的图形称为 单叶双曲面. 它有下述 性质： 

a ) 对称性. 三 个坐标面都是此图形的对称平面，三根坐标 
轴都是它的对称轴，原点是它的对称中心. 


(2) 范围.由方程 (3.18) 得 

x 2 t 


z 2 



a 2 



為 1 


所以此曲面的点全在柱面 



的外部或柱面上. 




图 3.16 


(3) 形状.此曲面与 xOy 面的交线为 

r 


r 



x 2 

a 2 



1 2 = 
P 一 
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这是一个椭圆，称为此曲面的腰椭圆. 

此曲面」面，夕七面的交线分 别为: 




X 2 B 2 


y 


b 2 




0， 

它们都是双曲线. 

此曲面的平行于 xOy 面的截口为 




x 2 y 2 
— ' . . . 

2 丁办2 


h 2 






h 


» 


这是椭圆，幷且当增大时，截口椭圆的长、短半轴 


/ 



+ 





+ 


p 


均增大》 


(4) 渐近锥面.锥面 



(3.19) 


称为单叶双曲面 (3.18) 的渐近锥面. 
用平面 2 = A 截此锥面，截口为 

x 2 y 1 _ h 2 

- --t- - -- — * 

a z b % c 2 ’ 



这个椭圆的长、短半轴分别为： 

a 〃二 a lH ， 办" 

0 


因为 



所以 lim (V—a 〃） = 0 , 同理 lim (V - 6 〃） = 0 , 这说明 , 

I h \ — » 丨 S I - 
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* 



当 IM 无限增大时，单叶双曲面的截口圆与它的渐近锥面的截 
口椭圆任意接近，即，单叶双曲面与它的渐近锥面无限地任意接 

近. 

方程 



-l(a ， ft ， c>0) 


(3.20) 


表示的图形称为 双叶双曲面. 它有下 
述性质： 

Co 对称性.关于坐标面，坐标 
軸，原点均对称. 

(2) 范围. 由 （3.20) 得 

(3) 形状.此曲面与 xOy 面无 
交点；与面， J / Os 面的交线分 
别为： 




图 S.17 


它们都是双曲线.用平面 
为 


去截此 






k 4 - u 


曲面得到的截口 


这是椭圆或一个点. 

(4) 渐近 锥面. 锥面 



也是双叶双曲面 (3.20) 的渐近锥面， 

3.3 椭圆抛物面和双曲抛物面 


方程 
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2 2 

t = 2 ^( p } q > 0 ) (3.21) 

P Q 

匕 

表示的曲面称为椭圆拋物面 * 它有下述 性质： 

(1) xOs 面是它的对称 平面； z 轴是对称轴 i 

(2) 范围 A 2>0. 

(3) 形状.它与面， i / C >2 面的交线分别为： 

ex 2 = 2p^, fj/ 2 = 2q^ 9 

lj / = 0， \ x = 0 ? 


这些都是抛物线.用平面 z = 去截此曲面得到的截 口为: 



x 2 , y 


P 



Q 


2h ， 



它们是椭圆或一个点（见图3, 18) # 
方程 


(3.22) 



表示的曲面称为双曲抛物面(或马鞍面）. 

父02面， yOs 面都是双曲抛物面 (3.22) 的对称平面； 2轴是 

它的对称轴， 


98 


£与 xOp 面的交线 为: 



f 



这是一对相交直线（过原点）.双曲抛物面 （3.22) 与 xOs 面， 
〆 ^面的交线分 别为： 

rx 2 - 2/^, (y % - - 2q^ y 

1 夕= 0 ， lx = 0 ， 

这些祢是拋 物线. 用平面2 = 年 0) 去截此曲面，得到的截口为: 


x 




P 


y 

Q 


2 b ， 




这是双曲线，当 A>0 时，实轴平行于 x 轴； 当 fc<0 时，实轴平 
行于# 轴（见图 3.19). 

="2^ ? x = 0， 使它的顶点沿抛物线 


当平行移动抛物线 V =- 
x 2 = 2 pz , j/ = 0 移动时，便得到马鞍面 （3.22). 这是因为，点 

在此轨迹上的充分必要条件是： M 在以抛物线 



x 2 = 2 p^ 
1/=0 


上的一个点 MoO。， 心， 0) 为顶点且轴平行于2轴，形状、开口与 


2 q ^ 


样的抛物线上，即有 


2 p^ 0 y 


夕0二0, 


2^(^ - ^ 0 ) 


、 


0* 4 


消去得到 


沪： —2 心一 a” 
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即 


X 2 


p 


V 



3.4 二次曲面的种类 


到目前为止，我们学过的二次曲面有以下 十七种_ 


(一）拥球面 • 
[1 ] 椭球兩： 

[ 2 ] 虚椭 球面: 

L 3 ] 点： 



lj 



(二） 

双曲面 




[ 4 ] 单叶双 曲兩： 

X 2 

a 2 

y % 

b 2 

z 2 

•* - - » H, 

C 2 

[ 5 ] 双叶双 曲面： 

X 2 

a 2 

u 2 

b 2 

z 2 

■ 

■ ^ - - ■ 

c 2 

(三） 

抛物面 




[6] 

梢圓抛 物雨： 

X 2 

- - ---»—. 

P 

y 2 一 

， - ■ - ^ 

Q 

= 2 之; 

[7] 

双曲抛 物兩： 

X 2 

i_ 

P 

y % _ 

一 ，*. - - mm 

Q 

= 2 之. 

(四） 

二次锥面 




[3] 

二次 錐两： 

X 2 

a 2 

y 2 

P ' 

z 2 

4 

琴 - - — 

C 2 


* 


« 
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(五）二次柱面 

[ 9 ] 椭圆柱面: 




晕 



[10] 虚橢圆 柱兩： f 2 + = 

[11] it 线： ~ 2 + -p = 0? 


[12] 双曲 柱兩: 



[13] 一 对相交 平兩： 盖- 


[14] 抛物 柱兩： x 2 = 2 p}/i 

[15] —对平行平雨： x 2 = a 2 ; 

[16] 一 对虚平行平兩：= - 

[17] 一 对重合 平面： ^ 2 = 0 . 

在髙等代数课程中，我们将证明二次曲面只有这十七种* 



习题 3.3 

1.已知椭球面的对称轴与坐标轴重合，且通过椭圆 

. 9 16 ’ 



以及点 M (1，2， v /^)， 求这个椭球面的方程， 

2. 已知椭圆抛物面的顶点为原点，对称平面为^02面和 

〆 ^面，且过点(1，2,5)和求这个椭圆抛物面的方 


XOi 


程. 


3. 已知马鞍面的鞍点为原点，对称平面为 xOs 面和 〆 
面，且过点（1，2,0)和^，-1，1>求这个马鞍面的方程. 

4. 求经过两条抛物线： 

p 2 — 6夕= 0， 

\z = Q 

的二次曲面的方程. 

5. 给定方程 







( t a>b'>c>0) 7 


问当&取异于 a \ b \ c ^ 的各种实数値时，它表示怎样的曲面？ 

6. 适当选取坐标系，求下列轨迹的方程， 

(1) 到两定点距离之差等于常数的点的轨迹； 

(2) 到一定点和一定平面（定点不在定平面上）距离之比等于 
常数的点的轨迹； 

(3) 设有一个固定平面和垂直于它的一条定直线，求到定平 
面与到定直线的距离相等的点的轨迹； 

(4) 求与两给定直线等距离的点的轨迹，已知两直线之间的 

p 

距离为 a ,夹角为 a . 

7. 设一个定点与一条二次曲线不在同一平面上， 证明： 以 
定点为顶点，以这条二次曲线为准线的锥面是二次曲面. 

*8. 由椭球面 

a 2 c 2 1 

的中心 O 色意引三条相互垂直的射线，与曲面分别交于 P ,, P V 
尽；设丨 =〜 i = 1,2,3. 证明： 

- f 
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证明： 用通过坐标轴的平面和椭球面 



(a>i?>c>0) 


相截时，有且仅有两条截口曲线是圆，幷说明这两张截面的位 

置， 


§4 直纹面 

我们看到，柱面和锥面都是由直线组成的，这样的曲面称为 
直纹面，确切地说 

定义 3. 4 —曲面称为直 纹面， 如果存在一族直线使得这 
一族中的每一条直线全在 S 上；幷且&上的每个点都在这一族的 
某一条直线上.这样一族直线称为&的一族直 母线. 

二次曲面中哪些是直纹面？二次柱面(九种）和二次锥面（一 
种)都是直 纹面， 椭球面(三种）不是直纹面，因为它 有界. 双叶 
双曲面不是直纹面，因为当它由方程 (3.20) 给出时，平行于 xOy 
面的直线不可能全在$上，与面相交的直线也不会全在$ 
上.类似地可知，椭圆抛物面不是直纹面.剩下两种二次 曲面： 
单叶双曲面和双曲抛物面，我们现在来说明它们都是直纹面. 

定理 3. 4单叶双曲面和双曲抛物面都是直纹面. 

证明 设单叶双曲面&的方程是 



(3.23) 


点在单叶双曲面&上的充分必要条件是 



移项幷且分解因式得 



(3.24) 


(3,25) 


(3.26) 


因为 1+ f 与 1- 令不全为零， 所 以下述方程组 



(3.27) 


是的一次齐次方 程组. 由 （3.25) 知， （3.27) 有非零解，即 
有不全为零的实数/*0^0使得 



这表明点 Md 在直线 
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上.现在考 虑一族 直线: 



C 3.28) 


C 3.29) 



其中心〃取所有不全为零的实数. 若 (七，心）与 ( M 2 J 2 ) 成比例， 
则它们确定 (3.29) 族中的同一条直线，若它们不成比例，则它们 
确定不同的直线.所以直线族 (3.29) 实际上只依賴于一个 参数： 

M 与^的 比値， 上面证 明了： 单叶双曲面&上的任一点在直 
线族 (3.29) 的某一条直线 （3.28) 上.现在从族 （3.29) 中任取一条 

I 

直线纟1，它对应于 (# i ，〃1)，且在〖1上任取一点 Wi )， 
则有 



(3.30) 
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d 为 A ，。 不全为零，所以 （3.30) 式说明二元一次弁次方锃组 

r fe + T ) x+ ( 1 + y) y = 0 ^ 

★ (3.31) 



有非零解，从而 （3,31) 的系数行列式等于零.于是由本证明的开 
始部分知，单叶双曲面5•上.所以， S 是直纹 
面， 且直线族 （3.29) 是它的一族直母线. 

类似地，用 （3.26) 可得$的另一族直 母线： 









(3.32) 


其中取所冇不全为零的实数. 

类似的方法可以证明双曲抛物面也是直纹面，若它的方程是 


x 2 y 2 


* 


P 


q 


2之， 


(3.33) 


则它有两族直 母线: 


和 




P 



y 




Q 


ik 


+ 






K 六 



y 



Q 





2 A 




y 


p 





) = 0 , 


(3.34) 


(3.35) 
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其中 A 取所有实数. 


习题 



1. 求单叶 双曲面 f 十二1的过点 （2-4) 的母线 • 

4 9 16 

2. 求直线族 

x — X 2 y 2 ~ A 

_ ^ - ■ 

w - ■ ， - ■- - m ■ I 

1 一 1 0 

所形成的曲面 I 

3. 求与下列三条直线同时共面的直线所产生的曲面. 


^ i ： 




4. 求所有与直线 



^1： 


一 6_夕 


1 


都共面，且与平面 


和“: 




z + 4 


— 2 


7i x 2^ + 3i/- 5 - 0 

平行的直线所构成的曲面方程. 

5. 设有直线卜和 L ， 它们的方程分 别是: 


^ - A + 3t, fx = 3i, 



求所有由 h ， i 2 上有相同参数 t 値的点的连线所构成的曲面方程* 

6. 证明： 马鞍面同族的所有直母线都平行于同一个平面， 
幷且同族的任意两条直母线异面， 

7. 证明： 马鞍面异族的任意两条直母线必相交. 

*8. 证明： 单叶双曲面同族中的任意三条直母线都不平行于 

同一个平面 # 

* 1 
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*9. 证明： 单叶双曲面同族的两条直母线异面. 

*10. 证明： 单叶双曲面异族的两条直母线共面. 

11. 求马鞍面的正交直母线的交点轨迹. 

*12. 给定单叶双曲面 

. ! + H = 1 (以 〆 >0)， 

求经过 s 上一点 AOo Wo )， 沿方向的直线是 
5* 的直母线的条件；由此证明：经过$上每一点恰有两条直母 

线. 

*13. 证 明：单 叶双曲面的每条直母线都与腰椭圆相交. 

*14. 设！是异面直线，它们都与^^面相交， 证明： 
与 l lt l 2 都共面幷且与 xOj / 面平行的直线所组成的曲面是马鞍 

面. 

*15. 设三条直线 h 山 丄两两异面，且平行于同一平面，证 
明：与都相交的直线所组成的曲面是马鞍面. 

§5 曲面的交线，曲面所围成的区域 

5.1 画空间图形常用的三种方法 

在纸上画空间图形时，常用的有三种方法. 

(1) 斜二测法(即斜二等轴测投影法）.让2轴铅直向上 ， y 


i s 



m 3 . 2 ? 
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轴水平 向右， ^轴与#轴、 z 軸分别成135° 角. 规定轴与 a 轴 
的单位长度相等；而 x 轴的单位长度为 V 轴单位长度的一半（图 


3.22), 

(2) 正等测法（即正等軸测投影法).让 2 軸铅直向上， x 
軸、#轴、 s 轴两两成 120° 角；规定三根轴的单位长度相等. 

(如图 3.23>, 

(3) 正 二测法(即正二等軸测投影法).让，軸铅直向上，轴与怎 
軸的夹角为 90°+ a ， 其中 0 是锐角，且 tga 〜 |~; j / 軸与 sr 軸的夹 


角为 90°+ j 5, 其中 A 是锐角，且 tgjS 〜规定2 轴和# 轴的单位 
长度相等，％轴的单位长度 约为# 轴单位长度的一半.有时，也 
让工轴与 z 轴夹角为90° +足其中 tg /? 〜让 i / 轴的负向与2 

轴的夹角为 90 °+ a, 其中此时 x 轴与 2 轴的单位长度 
相等， y 轴的单位长度约为 s 轴单位长度的一半. 



—般来说,采用正二测法画出的图形较逼眞，我们现在用正 
二测法画空间中的一个圆，它的方程是： 


. X 2 + ^/ 2 = 1 , 

W = 2 • 


先过点 M(0,2,0) 分别作 * 轴、 x 轴的平行线,幷截取 = 
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=1(= 軸单位长)，截取= 〖（ x 轴单位长) • 过£，丑/， 
尸， P 分别作 a ： 轴、2轴的平行线，相交成一个平行四边形 ABCD ， 
再作它的內切椭圆， 使切点为 E .， E '， F , F \ 则所画的这个內切 
椭圆就是我们所要画的空间中的圆 （注： 在画出直线五丑 'FP 
后，也可用描点法画出我们所要画的图）， 



画空间中的椭圆的方法与上述类似 • 爾空间中的双曲线或抛 

物线时，先画出它们所在的平面(若它平行于坐标面，则类似于 

上述画直线丑五/和^ 7 /^),然后在这个平面內用描点法画出双曲 

线或抛 物线. 我们已经会画空间中的椭圆、双曲线、抛物线，从 

而也就容易画出§ 3 中用标准方程给出的二次曲面了.例如，画 
单叶双曲面 


x 2 y 2 z 2 

_ ■ — - ■ _ ■ _ _ "" — 1 

十 0 _ 丄， 

■ 

I 

只要先画出用 s 截曲面所得的截口椭圆以及腰椭圆，再画 

出曲面与 xOe 面，$02面相交所得的双曲线，最后画出必要的轮 
廊线就可以了（如图 3.16). 

■ 

5.2 曲线 在坐标 面上的投影，曲面的交线的画法 

空间中任一离 M 以奐它在三个坐标面山的投影点 



这四个点中，只要知道了其中两个点，就可以 pi 出另外两个 






如，若知道了加 2 ，M 3 两个点，则只要分别过 M 2 ，M 3 画出投影 
线（平行于相应坐标轴的直线），它们的交点就是 M 点， 再过# 画 
投影线(平行于 s 轴)，它与 xOi/ 面的交点就是 
根据上述道理，为了画出两个曲面的 


交线 r ， 就只要先画出 r 上每个点在某两 
个坐标面上的投影4 










M , 


曲线 r 上的所有点在 xOi / 面上的投 
影组成的曲线称为尸在 xOj / 面上的投影. 

显然曲线 r 在 xOy 面上的投影就是以尸 

为准线、母线平行于3轴的柱面与 xOy ® 3 *27 

面的交线，这个柱面称为厂沿3轴的投影柱面.类似地可考虑 



在 xOs 面、面上的投影. 


例 3. 6 求曲线 A 


+ z 2 = 4, (3.36) 

^ x 2 + p 2 -2 x =0 (3,37) 

在各坐标面上的投影的方程，幷且画出曲线 r 及其在各坐标面 
上的投影(这条曲线 r 称为维维安尼曲线)， 

解厂沿2轴的投影柱面的方程应当不含且 r 上的点应 
适合这个方程，显然方程 (3.37) 就符合要求.伹是要注意，一般 
说来，投影柱面可能只是柱面 （3.37) 的一部分，这要根据曲线尸上 
的点的坐标有哪些限制来决定.对于本题来说，由方程 (3.36) 

I 

知，厂 上的点应满足 

I 欠 |<2，|夕|<2， | 怎 |<2; 


显然满足方程 (3.37) 的点均满足这些要求，因此整个柱面 (3,37) 
都是 r 沿2轴的投影柱面，从面 r 在 xOy 面上的投影的方程是 

I 

x 2 + y 2 - 2x - Q f 


C 3.38) 


为了求户 沿轴的投影柱面，应当从户的方程中设法得到 
一个不含 y 的方程，用 （3.36) 戚去 (3.37) 即得 

怎 2 + 2欠= 4. (3.39) 



由于 r 上的点应满足>|<2,所以 r 沿 j / 轴的投影柱面只是柱 
面 (3.39) 中满足>|<2的那一部分，于是厂在 xOs 面上的投影 

的方程是 


rZ 2 + 4 , 

y "- Of 


其中 I 之 l <2. 

类似地可求得厂在面 上的投 影的方 程为: 


(3.40) 


,4 i / 2 +(^ 2 -2) 2 = 4, 

^ Jc = 0. 


(3.41) 


尸在 xOj / 面上的投影是一个圆，在 xOs 面上的投影是抛物 
线的一段，这两个投影比较好画，因此先画出厂的这两个役影， 


然后就可画出曲线 r 以及它在 yOx 面上的 投影. 由于曲线厂关 
于 xOi / 面对称，所以我们只画出 xOi / 面上方的那一部分（如 
图 3,28) • 
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例 3.7 求曲线 r 


(3.42) 



^ x 2 + y 2 — z 2 = Q y 

^2父一之 2 十 3 = 0 (3.43) 


在 jcOj / 面和 x0 2 面上的投影的方程，幷且画出这两个投影和曲 
线 r (在 xOj/ 面上方的部分）. 

解先看厂上的点的坐标有哪些 限制. 从方程 (3.42) 得： 


再代入 (3.43) 中得： 

0 = 2欠 一 名 2 + 3^2^ - 欠 2 + 3 = — - I ) 2 + 4， 


于是得 

r 在 xOy 面上的投 影为： 

f (x - I) 2 + j/ 2 = 4, 

1 ^ = 0. 

r 在 xOz 面上的投影为： 

,2x-z 2 + 3 = 0 , 

I 夕= 0， 

其中 一1«3. 



(3.44) 


(3.45) 




5.3 曲面所围成的区域的画法 

儿个曲面或平面所围成的空间的区域可用几个不等式联立起 
来表示.如何画出这个区域？关键是要画出相应曲面的交线，随 
之，所求区域也就表示出来了. 

例 3. 8用不等式组表示出下列曲面或平面所围成的区域， 
幷画图. 

父 2 + 友 2 = 22 ， x 2 + y 2 = 4x y z - 0, 

解+沪= 22是椭圆抛物面，是圆柱面， z =0 
是^^面.因此它们所围成的区域应当是在面上方，在 



图 3.30 


U 4 



椭圆抛物面下方，在圆柱面里面.于是这个区域可表示成 


»0, 


X 


2 


夕 2 >2之， 


(3.46) 


[x 2 + y 2 ^Ax 


为了両出这个区域，关键是要画出椭圆抛物面与圆柱面的交 


线厂 


乂 2 + J / 2 = 2之， 


x 2 + y 2 — 


(3.47) 


r 在 xOy 面上的投影为 


x 2 + y 2 = 4 父， 


(3.48) 


z 





在面上的投影为 


Z 


2x ， 


0«4 


* 


(3.49) 


y 


y 


由 f 的两个投影可画出 r ， 再画出圆柱面和椭圆抛物面，则所求 
的区域就画出来了（如图 3.30), 


习题 3.5 


鲁 


画出下列曲面》 


(1) x 2 — 及= 0; 


(3) 


x 


4 


+ y 2 + ^ 2 




(2) 4 x 2 十= 0 


X 2 


(4) 了 + 夕 2 - = 1; 


X 2 

⑸4 + 夕 2 - 2 2 = - 1 5 


x 2 y 


2 


(n) r + 


2 


2^5 


(7) 


x 


4 


y 2 

2 


2 z . 


2. 求下列曲线在 xOy 面和#0=面上的投影的方程，幷 


115 


且画出这两个投影和曲线本身. 


( 1 ) 


fX 2 + 夕 2 = 4, 

+ ^ 2 = 1； 



( x 2 + 夕 2 ~h = 5， 

(3) 

+ y 2 - 4 z m 

3. 求下列曲线在 JcO # 面和:面上的投影的方程，幷且 
画出这两个投影和曲线本身. 


f x 2 + J/ 2 - 2 2 = 0, 

⑴匕… 0 ; 



4 -欠 2 -冬夕 2 ， 

4 

(3) 

、之= Zx 2 + \ y % 9 

4 

4. 用不等式组表达下列曲面或平面所围成的空间区域，幷 

且画图. 

(1) x 2 + j/ 2 = 16, x + 4 $ 宕 =0? 

(2) x 2 + y 2 - 4, y 2 + = 1 ； 

p 

(3) 欠 2 + 夕 2 + 2 2 = 5， x 2 + 夕 2 = 4 之. 

5. 画出下列不等式组表示的区域* 

(1) x 2 + t/2<l, 1 / 2 + 2 2 < 1 , x>0, J/>0 ， ^>0? 

(2) x 2 + j/ 2 >4 之 , x + 夕 >0 ， 
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第四章坐标变换 


前两章我们是在选定的一个坐标系中硏究平面、直线和曲 
面.但是在许多情形中，往往在事先给定的坐标系中， 一 个图形 
的方程比较复杂，这时我们需要选择另一个合适的坐标系，使这 
个图形的方程变得比较筒单。为此就需要硏究同一个点在两个坐 
标系中的坐标之间的关系，这样的关系式称为 坐标变換公式 ，本 
章就是硏究坐标变換公式及其应用. 

§1平面的仿射坐标变换 

1.1 点的仿射坐标变換公式 

平面上给了两个仿射坐标系：和 ,<]• 
为说话方便起见，前一个称为旧坐标系，简记作 I ;后一个称为 
新坐标系，简记作 n . 点 m (或向量 《) 在 I 中的坐标称为它的 I 
坐标(或旧坐标)；在 n 中的坐标称为它的 n 坐标(或新坐标)•为 

p 

了硏究同一个点 m 的 I 坐标与 n 坐标的关系，就首先要明确 I 与 
n 的相对位置， 

设 n 的原点 o /的 I 坐标是(％，心)，设 n 的基向量的 
I 坐标分別是现在我们来求点 M 的 I 坐标 
o ， j /) 与它的 n 坐标 ( v ， 〆 ）之间的 关系. 因为 



m 4.1 
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om = 00’ + o’ m : c x o e i + 1 / 0 ^ 2 ) ^ ( xf e \ ^ y /e 2) 

J 

= (乂 O e l+ J/o e 2 ) + x/ ( a H e l + a 2 l e 2 ) 

y f (^12^1 + 

= (a u x f + a lz y f + x 0 ')e 1 + (a 2 l x f + a 22 y r + 夕 0 ) e 2 ， 

所以 

( x^a n x f +a i 2 t/ f +x 0 , 

(4.1) 

v y^a u x r +a 2 Z y f + j/ 0m 

公式 (4. i ) 称为平面上坐标系 i 到 n 的点的仿射坐标变換公式. 
它把任意一点 m 的 I 坐标 w 表示成它的 n 坐标 f 的一次多项 

式. 


定理 4.1 平面上点的仿射坐标变換公式 （4.1) 中的系数行列 
武不等于零，即 


a 



a zi 



乓 o . 


证明 假如 (4.1) 中系数行列式等于零，则由定理 1.4 知， 
<与<共线，矛盾.所以结论成立. 

由于公式 （4.1) 中系数行列式（记作^ ) 不等于零，因此把 
(4.1) 看成 V ，，的方程组，可以求得唯一解： 



X — Xq 

y — y 。 a 22 

^ 一 欠 o 

a 21 y-Vo 


="" ^12^ ^ ^22^0 ^l2^o) f 

(4.2) 



- d 


(一 a 2l x + a u y + a 21 x 0 - a n t/ 0 ) 



公式 （4.2) 是把平面上任意一点 M 的 n 坐标 f ， 〆 表示成它的 

I 坐标 w 的一次多项式，称它是 n 到 I 的点的仿射坐标变換公 

式. 


1.2 向量的仿射坐标变換公式 

现在来看平面上的向量 m 的 I 坐标 (〃,〃） 与它的 n 坐标 
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( X〆 ） 之间的 关系. 设 m =_ A ?7^ 2 , 丼中的 I 坐标为 
Oi , h )， II 坐标为«,火 ）， i = l ,2. 则有 

u =x 2 -x x ^ ia n x f 2 + a 12 y f 2 + x 0 ) — (a u x ； + a l 2 y\ + x 0 ) 

^ ^11 2 ^ ^ 1 ) + ^12"/， 

V = {^2i x 2 + a 22^2 + 夕0) — (^ l^l + a 22^ 1 + 夕0) 

=+ ^22"’？ 

即 


a ll u / + a l 2 v f ? 


fl 21 U ’ 


(4.3) 





(4.3) 称为平面上坐标系 i 到 n 的向量的仿射坐标变換公式，它 
把任一向量>»的 I 坐标 w 表示成它的 n 坐标的一次齐次 
多项式(即沒有常数项），这是与点的坐标变換公式不同的 地方. 

p 

平面上的点和向量是有本质区别的两种对象，如果只从一个坐标 
系来看，则点和向量的坐标都是有序实数偶，看不出点和向量的 
区别；但是如果取两个仿射坐标系（它们的原点不重合)，通过坐 
标变換，则点和向量的区別就明 显了： 点的坐标变換公式 （4.1) 
中有常数项，而向量的坐标变換公式 (4.3) 中沒有常数项. 

由于 (4.3) 中系数行列式不为零，因此可反 解出： 




含 ( a 22 n - a 12 ")， 


< 


(4.4) 




- a 2l u + a n v). 


这是 n 到 I 的向量的仿射坐标变換公式.由 （4.4) 看出， 
向量心，％的 n 坐标分别是 


的基 


f a 22 

1了， 


21 


d 


) ，（- 


d 


d 



习题 4.1 


对平行四边形取仿射坐标系 I 为 [ A ; AB ^ AD 2 ? 


H 9 


n 为: [ c ; ac ,5£>]. 求 i mn 枚点^坐标变換公式和向 量的坐 
标变換公式;幷且求4的 I 坐标和 II 坐标 • 

2. 设 ABCDEF 为正六边形，取仿射坐标系 I 

n 为 [ aM ，#]. 求 I 到 II 的点的坐标变換 ^公 式 q 向量的 
坐标变換公 式*， 求各顶点的 I 坐标和 II 坐标；求 CF ， B £ 的 I 坐 

标和 n 坐标. 

3. 设仿射坐标系 i 到 n 的点的坐标变換公式为： 

r % - _ 〆 +3, 

1 y - 2, 

( 1 ) 求 n 的原点 ⑺ 的 i 坐标， n 的基向量的 i 坐标； 
求 I 的原点0的 n 坐标，基向量的 n 坐标； 

(2) 求直线 i !: 2尤>^ + 1 = 0在坐标系11中的方程； 

(3) 求直线〖 2: 3 V +2, - 5 = 0在坐标系 I 中的方程. 

§2矩阵及其运算 

2.1 矩阵的槪念以及矩阵的运算 

为了使坐标变換公式易于记忆幷且简化计算和证明，我们把 
向量的坐标变換公式 (4.3) 中的系数按原来顺序排成一张2行、2 

列的表： 



称它为一个 2 X 2 矩阵.一般地，有 

定义 4.1 s • n 个实数= 1，2,…，/ = 1,*"，幻排成的5 

行、 n 列的一张表 
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称为一个 s xn 矩阵. 


矩阵通常用大写拉丁字母 A ， S ， C , …表示，譬如矩阵 （4.5) 可 
简记成乂或 A sx „ 或 Oy ) sx „. A 的位于第 t _ 行第/列交叉处的元 
素称为 A 的 G ，/) 元. 

n x n 矩阵也称为 n 级矩阵或 n 级方阵. 


元素全为零的 s xn 矩阵称为 sxn 零矩阵，记作 O sxn 或0, 

定义 4.2 两个矩阵 A 和 B , 如果它们的行数相同，列数也 

相同，幷且对应元素都相等，则称它们是 相等的矩阵， 记作 
A = 


矩阵不是一个数，而是由一些数组成的一张表，但是基于许 
多实际问题的背景，使我们可以给矩阵规定几种运算， 

* I 

(一）矩阵的加法和数量乘法 — 


定义 4.3 若 A =(%•)，都是 sxn 矩阵，则 


A + B 



+ a i2 + ^12 

+ ^21 ^22 + ^22 




^in + b 


籲# 


+厶 2 n 


+ 办 si a s2 + 


+ 


这种运算称为矩阵的加法. 
定义 4. 4 若 A =(叫) 


女是实数，则 


a 

* - 





• • • 





这种运算称为矩阵的数置乘法. 

矩阵（-叫）称为矩阵 A =( 叫）的负矩阵，记作- A . 
若 A ，£ f 都是 sxn 矩阵，贝 


A — B:=A + ( — 丑）， 

这称为矩阵的 减法. 

容易用定义直接验证，矩阵的加法和数量乘法满足下述规 
#;对 于任意 sxn 铝阵 4， S ， C , 任章实数 々， Z ， 有 


UX 




(1) A. + B B + -A ； (2) (A + J3) + C — A + (B + C); 

(3) A + 0 = A) (4) A + (-A) = 0; 

(5) 1 • A = Aj (6) WA) = (W; 

(7) l)A^kA f ZAj (8) & (A +B) = &A + 


(二)矩阵的乘法 

为了能把向量的坐标变換公式 (4.3) 用矩阵的形式简洁地表 
示出来，我们规定矩阵的第三种运算如下：、 




a ll u f + a l2 v 

S 

+ a 22 v 



这种运算称为矩阵的乘法，它是把左矩阵的第丨行与右矩阵的第 
/列的对应元素的乘积之和作为乘积矩阵的((，/)完 ， f =1,2, 


j =1,2. 由此看出，只有左矩阵的列数与右矩阵的行数相同的 

■ 1 

两个矩阵才能做乘法运算；幷且乘积矩阵的行数等于左矩阵的行 

I 

数，乘积矩阵的列数等于右矩阵的列数，一般地，有 

定义 4. 5设 A =(叫）是 sxn 矩阵，丑=(^)是 nxr 矩阵，则 
规定 A 乘以 B 得到一个 s x r 矩阵(记作 AB ) ， AB 的 (; ，/>元是 A 的 

第 < 行与及的第/列的对应元素乘积之和，即 


鳝 

儿0的 （ f ，/) rc ：= j ] a ik b kh (4.6) 

4-1 


其中 f 


1 , 2 , 


S 


♦ 


1， 


例如， 


r 


7 


0 



0 


5 


1 X 2 + 3 x 0 1 X 4 + 3 X 5 

OX 2+6 XO 0 x 4+6 X 5 


7 X 2 



x 0 7X4 + 0X5 


19 


0 30 1. 

14 28 

利用矩阵的乘法和两个矩阵相等的定义，我们可以把向最的 
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坐标变換公式 (4.3) 写成下述 形式: 



(4.7) 


再利用矩阵的加法，还可以把点的坐标变換公式 (4.1) 写成 


其中矩阵 




(4.8) 


称为坐标系 I 到 n 的过渡矩阵，它的第1列是 n 的第一个基向量 
<的1 坐标，第2列是<的 I . 坐标， 

只有1列的矩阵称为列矩阵(简称为列)，常用希腊字母 a , 
…表示列， 

I 

如果令 







则公式 (4. 7)， （4.8) 可分別写成简洁的形式如下 t 

V = Ay\ (4.7Y 


a = Aa f + a 0# (4.8)’ 

矩阵的乘法适合下列规律 s 对于任意矩阵(要求它们 
能做下述运算)，任意实数 &， 有 

(1) = (乘法的结合 律)； 

(2) A(B + C ) = AS + AC (左分配律）； 


(3) (B + C)A = BA + CA ( 右分配 律)； 

(4) = = (乘法与数乘关系 ： U 
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但是要特别注意，矩阵的乘法不适合交換律.例如，设 


则 


A = 












上述例子还 说明： A ^ O ， 5^=0,但是有可能 = 因此， 
从 i 4 B = o ， A ^：0, 推不出丑 =0. 进而从= AC ， ^4年0，推不 
出 B = (：• 

_ 

I 

h 

主对角线（从左上角到右下角）上的元素全为1，幷且其余元 

I _ 

素全为零的/ I 级矩阵 

I 



称为打级单位矩阵，记作或容易看出，有 

■^sx n^n = -^s x n» ^ s^sx n = -^s x n* 

特别地，对于任意 n 级矩阵 A , 有 

HA. = A.E = 

(三）矩阵的转置 

定义 4.6 把一个 矩阵八 的行、列互換得到的矩阵称为 A 
的转置，记作(或 AO . 

例如，设 . 

H 2 ")， 

\ 3 0 4 / 

则叫 
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显然， 若乂是 sxn 矩阵，则 A * 是 nxs 矩阵，幷且有 

乂£的0’，/)元=/的（/，0元. 

矩阵的转置满足下列 规律： 


(1) (A') 1 = A ? (2) (A +J9y = +J5S 

(3) {kA) i =kA t } (4> (A5) ( 

特别要注意 〈4). 举一个例子，设 



{ AB )^( 2 16 28 

\ 1 11 19 


阵. 


B t A t 





定义 4. 7 n 级矩阵 A 如果 满足： A * = A , 


显然，若乂是对称矩阵，则 

^ 的(*_,/)元=乂的(/，丨)元. 
例如，矩阵 



都是对称矩阵. 


】6 28\ 

11 19 , 

则称 A 是对称矩 
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i 


若令 


2.2 矩阵的分坱 


0 


A 


0 

0 


0 


4 



则可以把 A 写成下述形式 


A 


E 


2 


lx* 


JS 

4^i 



象这样把一个矩阵看成由若干个小矩阵组成，称为矩阵的分块，它 
的好 处是： 使得矩阵的结构更明显淸楚，幷且使矩阵的运算可以 
通过这些小矩阵进行，从而可以简化矩阵的计算和 证明. 例如， 
再设 


0 



合 


a 


(;)， 


则 


B = (五2 ， 谷） • 


直接用矩阵的乘法定义得 


BA 


1 

0 


0 22 


1 


31 


% 


如果我们把小矩阵当作“数”看待采用矩阵乘法法则，得 


BA 




E 

0 


2 


3 

ae y 


(E 29 ^ 4 45 ) 


1 

0 


0 22 


1 


31 
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这与前述结果一致.因此，在计算时，我们确实以先把矩 
阵分块，然后把小矩阵当作“数”看待采用矩阵乘法法则, 
这称为矩阵的分块乘法.当然，为了使矩阵的分块乘法能够进行, 
必须使左矩阵的列的分法与右矩阵的行的分法一致，即，左矩阵 
的列组数应等于右矩阵的行组数，幷且左矩阵的每个列组 所含列 
数应等于右矩阵的相应行组所含行数. 

利用矩阵的分块乘法，若矩阵 b 的 m 列依次 记为： b ^ 9 
B ( 2 ), …， B ( m >， 则有 


C 4.9> 


若矩阵 A 的 s 行依次记为•”， A s , 则有 




AB 


A 


2 


摩 




A n B 






(4.10) 


A 


S 



类似地可讨论矩阵的分块加法，分块数乘和分块转置 


譬 


如，若 


A 




iE x 


则 




0 


^ 4心 



2.3 方阵的行列式 


对于一个2级或3级方阵 A = ( a 0 ) ，它的元素按原来顺序可 
以组成一个2级或3级行列式,称为方阵 乂的行 列武，记作 
\ A \. 在高等代数课程里，我们将把行列式槪念推广到 * 级行列 
式，从而对于级方阵，也可以谈论它的行列式. 

若 | A | 年0,则称4是非奇异的；否则称为奇异的. 
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由定理 4， i 知，仿射坐标系 i 到 n 的过渡矩阵 a 是非奇异的， 

定理 4. 2若 X 和 B 都是 n 级矩阵，则 ^ 

^ \AB\= ， \A\.\B\ m . 


证明我们只证 n = 2的情形，至于一般的 n ， 在高等代数 
课程中我们再 证明. 设乂 =(化 ）， B = 则 


I^J 


a X \ 

^21 ^22^^21 ^22 


11^11 + a X2^2l a il^l2 + 汶 12 合 22 

“21 办 11 + a 22^21 fl 21 裊 12 + 


22 厶 22 


1^11 
a U^ll 
21^11 


a il ^ l 2 
fl 21^ I 2 ^ 

a 12 石 22 
^22^22 


^12^21 

fl 22 & 21 


^11^12 

a 21^ l 2 



a i 2^2 l 

a 22^2 l 


a X 2^2 Z 

^22^22 


= 0 + ^21^12 




= i 义 I • m . 


2.4 可逆矩阵 


^//式把向量历的工坐标^表示成它的!!*#?/的一次 
齐次多项式 • 我们又知道，由于1乂|关0,因此可以通过解方程组 
把 m 的 n 坐标 〆 表示成它的 I 坐标 V 的一次齐次多 项式. 如果 

I 

我们引进可逆矩阵的槪念，则这^反解过程可以简明地表示出 

来* 

定义 4. 8若对于 n 级矩阵存在矩阵 S ， 使得 

AB = BA ^ E f (4,10 

则称 A 是可逆矩阵，称丑是 A 的逆矩阵. 

不难看出，满足(4.11>的矩阵 B 必是 n 级矩阵，幷且它是唯 

一的.通常把 A 的逆矩阵记作 

由定义4,8立即看出 ？ 若 A 可雉，则4- 1 也可逆，幷旦 


m 


? 






( 4 . 12 > 


定理 4. 3矩阵 A 可逆的充分必要条件是 | A | 年 0( 即， A 非 
奇异). 

证明必要性.若 矩阵/ 可逆，则有于是有 
IAA - 1 ] = |£|,从而 lAIIA - 1 ! =1( 这里用到了 |£卜1这一事实， 
若 n = 2 或3,读者可直接验证它；若《>3，在高等代数课程中 
将证明它).因此 | A | 年 0. 

充分性.这里只证 n = 2的情形，至于 n >2 的情形证明思想 
一样，但放在高等代数课程中证.设 A = ( a ^ 是2级矩阵，且 
|乂|与0•令 

A *=( 一 〜 2 )， (4.13) 

则 

AA* = ( dl1 an )( d2Z -” = (l 刈 0 )=\A\E f 

'^21 ^ — ^21 ^\\ ' 0 -A * 

同理有 AM =| A |£. 从而有 

a (jxi a *) = ( jxr A * ) a=jEj 

所以 A 可逆，幷且 

I 

A ~ l = jjr \ A * - <4.14) 

用可逆矩阵的槪念及定理 4 . 3 ，我们得知仿射坐标系 I 到 n 
的过渡矩阵 A 是可逆矩阵，因此从 (4.7 y 式立即得到 

由定理 4. 3还可得到 • 

命理 4.1 若对于方阵 A ，存在方阵 B , 使得则 
乂是可逆矩阵，幷且 

证明因为所以 | A || B | =1,从而1乂|年0，因此 
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A 可逆 • 于是 Am 存在，在 ABt 五的两 边左乘 A - 1 得 

A- 1 (AB^ = A~ 1 E 9 

即得 B = A - 1 . 

利用命题 4.1 容易证明可逆矩阵的下述 性质： 

(1) 若 A , S 均是 n 级可逆矩阵，则也可逆，幷且 

CABy 1 = 

(2) 若 A 可逆，则也可逆，幷且 

( A *)" 1 * ( A -1 )*. 

(3) 若乂可逆，则 

{ A ] 卜 1 A |-、 

p 

2.5 正交矩阵 

定义 4. 9若一个 n 级矩阵 /适合 

AA l = E y 

则称 A 是正交矩阵， 

例如，五是正交矩阵；又如 



都是正交矩阵. 

由命题 4.1 立即得到 

命题 4. 2 n 级矩阵乂是正交矩阵的充分必要条件为 

A- l = A J . 

从而也有《级矩阵 A 是正交矩阵的充分必要条件为 

A < A = B, 

容易证明正交矩阵有下述性质* 

(1) 若 A 都是 n 级正交矩阵，则也是正交矩阵; 
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(2) 若 A 是正交矩阵，则(即 A- 1 ) 也是正交 矩阵； 

(3) 若 A 是正交矩阵，则丨4 =1或- 1( 在证明这条性质 
时，要用到这一事实). 

命、题4,3 乂是正交矩阵的充分必要条件为： A 的每一行元素 
的平方和等于1，每两行对应元素的乘积之和等于零，即 

■ 

n 

= 1， 1,2，"，； （4.15) 

4 — 1 

n 

a jfca j/g — 0 ^ i j # (4,16) 

k - 1 

证明对于任一 n 级矩阵 A = (n u ) 都有 


( AA ) 的 ( i ,/) 元的 （ U ) 元] • [ A ‘ 的 ( b ) X ] 

* -1 

n 

二 〉^ j a ik a jk ， 
k=l 

类似地有 

n 

( A 1 A )^( t ,/)7 C = 2 afc * afc J * 

Jfc - 1 

I 

现在设 A 是正交矩阵，则于是得 

( AA *) 的 ( i ， t ) 元 = 1， * = 1,2, —,nj 

(乂八*)的0,/)元= 0, i ^ F ；. (4.17) 

从而得 （4.15) 和 （4.16). . 

反之，若对于矩阵 A ，（4.15) 和 (4.16) 成立，则得 (4.17), 
从而尤4*=£,即 A 为正交矩阵 • 

类似地可证明 

命埋 4. 4 A 是正交矩阵的充分必要条 件为： A 的每一列元 
素的平方和等于1，每两列对应元素的乘积之和等于零 • 


m 






1. 设 


习睡 4.2 


A = 




求 A + 5, A - B , 5 A 1 
2. 计算 



一] 


(5) —2 


« 



- 5 2 


(6) (-1,3,2) 0 


4 


% ^1Z ^13 ^ ^ I 


(7) 0 (-1 ， 3,2); 


(8) <lj2 ^22 ^23 


7 



■ 


^13 ^23 ^33/ 

判断下列矩阵是否可逆？若可逆，求它的逆矩阵. 



(3) 


a 


c 


d 


，其中 ad ^ bc^pQ^ 


t 


证明可逆矩阵的性质(1)，（2)，（3). 


5. 判断下列矩阵是否正交矩阵. 



6. 证明正交矩阵的性质 (1)，（2)，（3). 


§3 平面直角坐标变换 


设 i [ ow 2 ], n [ os <， e ' 2 ] 都是直角坐标系，本章§工和 
§2中关于仿射坐标变換的一般结论和方法对于直角坐标变換都 
成立 # 本节来进一步硏究直角坐标变換的特殊性. 


5.1 直角坐标变換公式 

设 CK 的 I 坐标为 o 。,^)， c ； , c ； 的 I 坐标分别为 
(^12^22). 则 I 闺 E 的过渡矩阵是 


A = 




定理 4. 4设 I 和 n 都是直角坐标系，则 I 到 n 的过渡矩阵 
a 是正交矩阵；幷且 n 到 I 的过渡矩阵是 av 

证明 因为 l e 'l 丨 = 1 ^ ® 2 I 丄 〆 2, 幷且 I 是直角坐标系， 

所以有 

a/i + “ 品 ==1 ， d^2 + 0-22 " 1 ? ^11^12 ^21^22 = (4.18) 

由命题 4. 4知， A 是正交矩阵. 

n 到 I 的过渡矩阵为 A - 1 ， 由于 A 是正交矩阵，所以 A - 1 
= A- # 


I 到 II 的点的直角坐标变換公 式为: 



于是， n 到 I 的点的直角坐标变換公 式为: 



I 到 n 的向量的直角坐标变換公式为: 



(4.19) 


(4.20) 


(4.21) 
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n 到 I 的向量的直角坐标变換公式为: 



( 4 . 22 ) 


3.2 直角坐标变換中的过渡矩阵 

直角坐标系 I 到 E 的过渡矩阵 A 虽然有四个数，但是由于它 
是正交矩阵，满足 (4.18) 中的三个方程，因此只有一个数是自由 
的，下面来详细讨论这点. 

I 

平面上的仿射坐标系称为右手系，如果从〜反时 
针旋转小于180°的角便与 h 重合.氐之称为左手系.对于直角 
坐标系来说，若〜旋转90°与重合，则为右手系；若心旋转 
-90°与《 2 重合，则为左手系. 

设都是右手直角坐标系， 

p 

h 

Q’ （艽 0, 夕 0)，^ 1 (^n 9 fl 2l) > e 2 (^12 r fl 22)* 

则有 

a u - e [^ e x - cos « ， e ) ， a 2i - * c 2 = cos ^ ， e 2 >， 

^12 = = COS〈C 2 ， ®1 >， ^22 = ® 2 * ^2 COS<C 2 ， 

设 h 反时针旋转 0 角便与 < 重合(如图 4.2), 分别讨论 

0«|，«等，宇<0<2兀 

这四种情况，可得 

a n = cos < e r " e A > = cos 0, 

fl 21 = cosfe ^ ， e 2 > = sin 0, 、 

a l2 = cos<C2 7 e : > = — sin0 ， 

a i2 = cos < e ’ 2 , e z y = cos 0. 

从而 I 到 H 的过渡矩阵为 

( cos0 - sin0\ 
sin9 gos0/ # 
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m 4.2 


容易算出， \ a \ = i . 

* 读者可类似上述讨论得 到：设 0仍表示心到 < 的转角， 
若 I 是右手直角坐标系， n 是左手直角坐标系，则 I 到 n 的过渡 
矩阵为 

( cos0 sin0\ 

sin0 一 cos0 / 

若 I 是左手直角坐标系， n 是右手直角坐标系，则 I 到 n 的 
过渡矩阵是 

( cos0 - sinO\ 

一 sin0 — cos0 / 

L 

若 I 和 n 都是左手直角坐标系，则 I 到 n 的过渡矩阵是 

( cos0 sin0\ 

—sin0 cos0 / 

定义 4. 10平面(或空间）的两个坐标系，如果它们都是右手 
系，或者它们都是左手系，则称它们是同定向的；如果一个是左 
手系，另一个是右手系，则称它们是反定向的， 

从上面的讨论可以得到 

命理 4.5 设 I 和 n 都是平面的直角坐标系，设 I 到 n 的过渡 
矩阵是 a ，则 I 和 n 同定向的充分必要条件为丨 a | = 1;从而它们 
是反定向的充分必要条件为丨乂丨= -]. 
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如无特别声明，今培所取的直角啦标系都是右手某 


3.3 移轴公式和转轴公式 


设 i [ o ; u 2 ] 和 n [ o 、<， e ' 2 ] 都是右手直角坐标系， 
o ^ cx ^ t / o ), ~到<的转角为0，则 I 到 n 的点的坐标变換公式为 



(4.23) 


若0= 0，则 （4.23) 成为 



即 



(4 ,24〉就是移軸公式， 

若 CK 与 O 重合，则 （4.23) 成为 



(4.24) 


(4.25) 


(4.25) 称为转轴公式 # 

(4.23), (4.24)， （4.25) 说明，平面上任一右手直角坐标变 
換可以经过移轴和转轴得到，即对于右手直角坐标系 I [0; ei , e 2 ] 
和 n [ ov " d ， 有 

* 

[0； ei ’ 《 2 ] 以 [0 V! ;e; 

上述结论对于住意 M 个同定向的直角坐标系仍成立；但对于 
反定向的两个直角坐标系不成立. 


S .4 例 

例 4.1 在平面上，设 V 轴， 〆 轴在原坐标系中的方程分 
别为： 
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3 父 _4]/ + 1 = 0， 4^ + 3]/ - 7 - 0, 


且新、旧坐标系都是右手直角坐 标系. 求 I 到 n 的点的坐标变換 
公式，直线 2 x-y + Z = 0 在新坐标系中的方程；直线 k 
x f +2 〆 -1 = 0 在原坐标系中的方程. 

解 设原坐标系为 I [0; U 2 ]， 新坐标系为 ntO ^ e ^ e ；]. 

解方程组 

r 3^ - 4^ 1 = 0, 

I Ax + Zy - 7 = 0 

得 x = l , y = l . 因此，以的 I 坐标是(1，1), 

因为 V 轴的标准方 程为： 

x + i- 

3 _ ^ 


所以 f 轴的方向系数为（4,3)，于是 < 的 I 坐标为(音，或者 
(- y ,- y ). 下面取 < 的工坐标为(去，吾)，则由 （4.23) 得 I 


到 E 的点的坐标变換公式为: 



(4.26) 


^1： 2 X - # + 3==0在新坐标系中的方 程为: 


即 






( 



5 


x 








+ 3 


= 0 , 


I [到 I 的点的坐标变換公式为: 
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X f \ 

y ) 


X- 1 


y 




(4,27) 


hi 在原坐标系中的方程为 


- 4 3 _ _ 

#一 1) + ¥ (卜 ” M 一 


(T 一 1)+7( 夕一 1) 一 




即 


2x-lly + 14 = 0 # 

例 4. 2在平面右手直角坐标系中，求分式线性函数 


V 


ax + b 


cx + 


其中 ad ~ bc ， c^O 


的图象 《 


先将所给函数适当变形，从而看出应怎样作坐标变換才 


能使此图形的方程简单_ 


d 


be - ad 


ax + b 


cx 


-x 




+ 


+ 



x 



X + 


X + 


1~， 




于是得 


v){ x 


be — ad 



从而看出只要作移轴 


X 


X 


y - y - 




即 


X — X 


Kj 
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嚇 


则该图形在新坐标系(其原点 0/ 的旧坐标为（-心中的方 
程为 




聲 


b (? — ad 


这是以新坐标系的 v 轴，扩轴 
为渐近线的等轴双曲线. Y 軸, 
y f 軸在原坐标系中的方程分别 
为： 

a d 

y - ~ = o, jc h- ~~ = o. 



_ 



习題 4.3 

1. 在直角坐标系0欠夕中，以直线 4 x -3 i / + 12 = 0 为 
新坐标系的V轴，取通过点乂 （1,-3) 丑垂直于 Z 的直线为 〆 
轴，写出点的坐标变換公式；幷且求直线 L 3x-2i/ + 5=0 在新 
坐标系中的方程. 

2. 设 V 轴和 〆軸在原直角坐标系中的方程分别为： 

12欠 一 5夕 一 2 = 0和5尤 + 12夕 一 29 = ()• 


写出点的钯标变換公式；幷且求点乂（_ 2 ,0)的新坐标.设某椭 
圆的长轴、短轴分别在V軸、〆轴上，其长、短半轴的长分別 
为3、2,求这个椭圆在原坐标系中的方程， 

,如果坐标系 I和 n 都是右手直角坐标系，且 n 的原点0•’ 


的I坐标是 （i ，2), 〜到^的转角是^,求 I的原点0的 n 坐标 


以及直线 h = i 在 n 中的 方程. 

4. 作直角坐标变換，已知点 A(6,- 5)，別1,-4> 的新坐 
标分别为（1，-3)，（0,2)，求点的坐标变換公式. 

5，在直角坐标系中，已知三点 A(2，1),B(-1,2)， 
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C ( l ，~3); 如果将坐标原点移到 S 点，幷且坐标轴旋转角度 
a = arctg 求点的坐标变換公式；幷且求在新坐标系 


中的坐标. 

6. 设新旧坐标系都是右手直角坐标系，坐标变換公式为: 



其中 （ LiO 与( V ， 〆 ）分别表示同一个点的旧坐标与新坐标，求新 

坐标系的原点的旧坐标，幷且求坐标轴旋转的角 l 

7. 已知一曲线在给定的右手直角坐标系中的方程为 

y = 4 x 2 - 8« + 5, 

试作一直角坐标变換，使这条曲线的新方程中不含有^的一次项 

以及常数项，幷且作图_ 

8 . 求分式线性函数 

I . 

2 X + 3 

v 二—~~^— 

x + 4 

的图象，幷且画图. 

9. 在右手直角坐标系中，设一抛物线的对称轴是： 
x - j /-^ = 0 9 顶点是(4,2)，焦点是(2,0)，求它的方程 • 

10. 已知一抛物线的准线丨的方程为： x^y + 2 = 0 , 焦点为 
F (2,0), 求这抛物线的方程，其中0巧是右手直角坐标系 • 

11. 在右手直角坐标系0幻/中，已知一个椭圆的长轴和短轴 
分别在直线 r + j / = o 和 4: x - j / + i = 0上，幷且这捕圆的半轴 

长为 fl = 2，&= l ， 求这个椭圆的方程 • 

12. 在右手直角坐标系 Oxy 中，求经过点 A (_ 2 ,- l ) 和 
B (0 t ~2) 9 幷且长轴和短軸分别在直线 L x-y + l^omhi 
x + j /+1= 0上的椭圆的方程， 


J 40 




*13. 在右手直角坐标系 I 中，设两直线 b 

鼉 

AiX + B t y + Cj = 0 0 = 1,2) 

互相垂直，取 G 火为右手直角坐标系 E 的0/ 〆 轴、 W 轴，试 
求 n 到 I 的点的坐标变換公式. 


§4空间坐标变换 


4.1 仿射坐标变換 

定理 4,5 若 I L ^ i e i ， e 2 ， e 3 ] 和 n J e 1 / J e 2 / ， e ；/] 都是空间 


的仿射坐标系，设 W 的 I 坐标是 （ A ，％， 2 o ) V 设4的1坐标是 
ia lj 9 a 2 h a z 0 9 /=1，2,3,侧 I 到 II 的点的仿射坐标变換公式为 



I 到 n 的向量的仿射坐标变換公式为 



(4.28) 


(4.29) 


其中 




称为 I 到 II 的过渡矩阵，它的第/列是4的 I 坐标 G _ = 1,2,3). 
证明设点 M 的 I 坐标为 0， y #)， II 坐标为)， 

则 一 一 _^ 

0M ^00^ +0^M 

j 

= ^0 C 1 + ^0 e 2 + ^0 e 3 + x/ Oli e i + a 2i e 2 + a 31 e 3) 

+ y f (, a i2 e l + a 22 € 2 + a 32 e 3) + 之 ’ (^l3 e X + a 23 C 2 + a 33 e 3) 

二 （ x 0 + a n x f + a n y f + a l ^ z / ) e t + ( i / 0 + a 2 l x ; + fl 22 〆 

I 
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从而得 


+ a 2 Z z / )e i ^ i^ 0 ^a zx x f + a zz y f ^a zz z f ^)e z 


x = a u x' + a \%V f + a iz 2f + 3c 0? 

y 二 ^2l X； + a 2zf 十 a 23 ^ / +yo ， 

+ fl 3 2^ / + fl 33^ / +^0* 


M 



图 4_4 


设《»的 I 坐标为 （ U 1， U 2， U 3)， 

n 坐标为 （ a 、*V a /)， 由 
(4,28) 易得 （4.29). 

定理 4.6 仿射坐标系 
工⑼〜，〜…]到 n[0’;《i’, 

e/ ,e〆] 的 7 过渡矩阵 A 是非奇异 
的；幷且I与 n 同定向的充分必 


要条件是 | A |>0. 

证明因为 I 到 E 的过渡矩阵 A 的第/列是 《) 的 I 坐标， 
由千 eK , <不共面，所以 l > M ^0, 即 A 非奇异 • 

由公式 （1.34) 得 




因此 I 与 n 同定向的充分必要条件是 | Z |> o . 

推论 4.1 平面上的两个仿射坐标系 i [ 0 ;« i ， e 2] 和 n 

_定向的充分必要条件是 I 到 n 的过渡矩阵 A 的行 

I 

列式 W >0. 

证明令考虑空间的两个仿射坐榇系 II : 


[0^ 2 ,6 3 ]和 IIu C 0/ i ^ w e / 2^3 l 利用定理 4.6 易证得推论 

4.1 ，详细推导请读者自己练习 • 

由 （4.28) 可以得到 n 到 I 的点的坐标变換公式为： 







^22 

fl 32 

■ 



(4 t 30) 
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r 



4.2 瓛角坐榇变換 

定理 4. 5和 4. 6在直角坐标系中当然也成立.现在进一步硏究 
直角坐标变換的特殊性. 

定理 4.7 设 I [0; e 1 , e 2 , e 3 ]* E [ CK ;«; ,«' 2 ， e ' 3 ] 都是直角坐 

I 

标系，则 I 到 n 的过渡矩阵 a 是正交矩阵；从而 n 到 I 的过渡矩 
阵是 a 、 

证明设《^的1坐标是 （ aij , a 2 i ， a 3 j )，/ = 1,2 ,3. 因为 II 

是直角坐标系，所以|«)| =1，（/=1,2,3); «)丄<，当〖年/•又 
因为 I 是直角坐标系，所以上述条件用坐标写出就是： 

+ + = j — 1 , 2 ^ 3 ； 

a u a ij + a zi a z$ + a zi a 3j = 0 , *#；. 

这些条件说明 I 到 n 的过渡矩阵 

h 



是正交 矩阵； 从而 n 到 I 的过渡矩阵是 = 

由于正交矩阵的行列式等于 + i 或-1，因此空间的两个直 
角坐标系同定向的充分必要条件是它们的过渡矩阵的行列式等 

于十1, 


4.3 例 

t 

例 4. 3 证明： 在右手直角坐标系 中， 方程 
/(2 x + y -3 z ， x -2 lO == 0表示的图形是柱面；#且求出它的母线 

方向和一条准线的方程_ 

证明 如果能选择一个合适的直角坐标系，使得这个图形的 
方程中不含某一个坐标，则此图形就是柱面.观察原方程的特 
点，知道如果令 

= k(2x + p - Zs) 9 y f - Kx-ty')^ 
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则该图形方程变成 /( y ^ t ) = 0 - 我们要求 

也是右手直角坐标系，由 n 到 I 的直角坐标变換公式知，此 
时 e i' ， e 2 '的 I 坐标分别是 (2^C f k , ~ 3&). ，（ i ，- 2^ ， 0) ，■由于 1 1 
= \ e /\= l , 所以 应当取 


〜 -，2 2 +1 2 + ( ^37 " ^ n 9 — 一 丫？ 

P 

由于 <，， = ^； x ；^ T + ；^ x (- Gy + 7^ xo==o ， 所 

P 

I 

以 丄 e 2 '. 再令 <= e / x e /， 即得 ，《/ ， e 3 /] 为右手 

直角坐 标系. <的 I 坐标易算出为 一 从 
而 n 到 I 的点的坐标变換公式为 




\/14 


(2^ + y - 3之)， 


y 





z 


\/70 


-(6 x + 3 y + 5^). 


所给图形在 n 中的方程为 

fWTi ^[ = 0， 

因此它是柱面 • 它的母线方向》//〜/，所以可取 P 为 -(6,3,5 >j 
它的准线在 n 中的方程为 

r/Cv/H^S \/'Jy f ') = o, 

l ，= o , 

. _ 

■ I 

从而准线在 I 中的方程为 

■ 

p 

■ 

|/(2欠 + 夕一32，欠一2夕)= 0， 

\6 x + 3 y + 5^ = 0 # 
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4.4 代数曲面(线）及其次数 

空间（或平面）的任一点 M 对于不同坐标系的坐标是不同 
的，因而作为点的轨迹的图形在不同坐标系中的方程也就不同， 
但是有 

定理 4. 8若图形&在仿射坐标系 I 中的方程，(^幻二0 
的左端是的 n 次多项式，则&在任意一个仿射坐标系 n 中 
的方程 G ( x\y ,20 = 0的左端是^ W ， 〆 的 n 次多项式. 

证明因为 I 到 I [的点的坐标变換公式中 x t i / f z 均表示成 
V , 〆 ，？的一次多项式，所以若是多项式，则用 I 到 
n 的坐标变換公式代入 fo , 中得到的 Gix f y ) 必是 m , 
y f 的多项式，幷且 G ( x f , y ! ， 〆 ）的次数 m 不超过 P ( w ) 

的次数同理，因为用 II 到 I 的点的坐标变換公式代入 
〆 ， 〆 ）中即得 F ( H 2)， 所以 n < m . 于是饥=«. 

定理4,8说明，一个图形的方程的左端是否为多项式以及这 
多项式的次数与坐标系的选择无关，它们都是图形本身的性 

质. 

若图形 &的方程的左端是多项式，则称$是代数曲面;幷且 
把这个多项式的次数称为这个代数曲面的次數. 

平面上的图形有类似的性质，若平面上图形5•的方程的左端 

S 

是多项式，则称 *5 •是 代数曲线，幷且把这个多项式的次数称为这 
条代数曲线的次数.譬如，椭圆、双曲线、抛物线的标准方程是 
二次的，由此可知，它们不论在哪一个仿射坐标系中的方程也都 

是二次的，所以它们都称为二次曲线. 

F ， v ■ 1 


习题 4.4 

1/设 OABC 为四 面体， 依次是 AA 丑 C 的三边 

Be ,ca 的中点 . yz _ ^ ^ ^ 1 

J[0,0A ,05 , OC：, U [0 } 0L,0M, ON 2. 
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(1) 求 i 到 n 的点的坐标变換公式和向量的坐标变換公 
式，再求 e 到 I 的点（向量 j 的坐捧变換公式; 

(. 2 ) 求 A ，丑 ，C , AS , AC 的 n 坐标. 

2. 设 I [0; ei ， 2 ， e 3 ] 和 n [0' A W ,5/] 都是右手直角 
坐标系，已知 Q /的 I 坐标是（2，1」2)，6 1 / 与0 / 0同向，0 / 火轴与0夕 
轴交于点^((^(^，/与^同向.求 I 到 n 的点的坐标变 
換公式. * 

3. 在右手直角坐标系中，已给三个互相垂 
直的书面 


7ty, x-\-t/ + z-l~0 9 宂 2 : x-z + l = O f n Si X — 2 夕 + 耷 + 2 = 0 • 

•» 

确定新的坐标系 niO / J e/,e 2 ^ 使得^， 2 ，巧分别为〆/ , 

■ 

x f 〆 y ’ 坐标面；£10在新坐标系的第一卦限內 • 求I到 n 的 
点的坐标变換公式 • 

4. 在右手直角坐标系0:^2中，曲面 S 的方程为 

( 1 ) (2x + j/ + ») 2 — 〈X — 友一 2) 2 = y — 2; 

( 2 ) 9x 2 — 25y 2 + 16s 2 - 24a + 80父 一 60« = 0 # 


试判断&是什么曲面？ 

5. 爾出下列曲面的简图，这些曲面在右手直角坐标系 0 邛 3 
中的方程分別为 ： 



( 2 ) x 2 + y 2 + = i > 


3 ) ^ =项 


4 ) z = xy — x — y _2 霉 


6 


■ 


凌 IHOWsJ 和11[0;<， 2 ，]都是央’角为6> 的同定向 


的斜角坐标菜(即卜 = 


1 ， 2; 〈 *1 ，教 2〉 = < e i’ ， C 2’ > 


= «)，且 e^ij e / 的转角为求 I 到 II 的点的坐标变換公式 • 

- 7. 已知《丄〜|«|=1，将》 •绕 《右旋角度 0 得 r i ， 试用《， 
r ，0 表示 ^ 

8 # 给定三点 K 尸 ( 0 # A)， 将尸绕 04右旋角度0得到 


m 
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Px , 试用 OA ， OP ，0 表示 OPy 

*9. 将右手直角坐标系 I [0; e t ， e 2 ， e 3 ] 绕方向 》(1，1，1) 右 

旋原点不动，得坐标系求 I 到 n 的点的 

o 

坐标变換 公式. 

10. 在直角坐标系中，若^^平面上的曲线 

■ 

a n x 2 + 2a iz xj/+ a 22 y % + 2^ x x + 2a t y 十 ％ = 0 

是椭圆（双曲线、抛物线)，问二次曲面 

之= a n x 2 + 2a 12 xy + a 2Z y 2 + 2a x x + 2fl 2 j/ 十 fl 0 

是什么 曲面？ 

11 •如果 

H b 2 c 2 年 0 ， 



则曲面 

(fl，+ hj/ + + (a 2 ic + b 2 i;^ 0 2 ^ + {a 3 x + b z y + c 3 «) 2 = 1 

是什么曲面？ 

*12. 证明：在直角坐标系 Oxp 中，顶点在原点的二次锥 
面 

a u x 2 + a 1% y ^ + a ^ s z + 2^% P S + 2 n n xs^Q * 

有兰条互相垂直的直母线的充分必要条伴是 

+ 汶 2 交 + 沒 33 = 0* 

*13. 设 G 和是两条不相交的直线，分别逋过匕和4作 

两个苴相垂直的平面，证明交线的轨迹是单叶双曲面* 

*14. 设 I [ p } e x 是有相同原点 

的右手直角坐标系•则 I 到 E 的坐标变換可以分三个阶段来完 

成： 

f x - x ” cos 氺一 y f / sin^ f 

( , y — x^sin^ + y^cos^, 
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(ii) 


v // — 

入 — «v 


p f/ = j/ ff oos6 


2 sin0 


z 


〃 


fsin0 + 〆’ cos0; 


f x m = x’ cosg> - y f sin 沪， 

y = x 7 sin^p + y f cos(p f ' 

* *■* 

z 二 z’ 

\ ■ 

I 

其中角 h < p 称为欧 拉角， 它们完全确定了 i 到 n 的坐标变換 • 

1 ，- I 

试指出这三个阶段的坐标变轉是怎么作的？角各是#个 
角？试写出用表示的 I 到 n 的点的坐标变換公式 • 

■+ 、■ 

•#> 



» 


% 







148 



第五章二次曲线方程的化简及其性质 


平面上的二次曲线除了椭圆（包括圆）、双曲线、抛物线外， 

d 

还有沒有别的?如何从所给的二次方程判别它代表什么二次曲 
线？它的形状和位置如何？二次曲线有哪些几何性质？这些就是 
本章所要硏究的问题.本章所取的坐标系都是右手直角坐标系. 
平面上二次曲线的一般方程是 


a n x 2 + 2a 12 x 夕 + a 22 y 2 + 2a Y x+ -i- a Q = 0. (5.1) 

T 

其中不全为零， 

方程 (5.1) 的左端是的二次多项式，简记作 FO ，. V )， 把 
的二次项部分 

_ 

k 

a n x 2 + 2a 12 xy + a n y 2 (5.2) 

筒记作利用矩阵的乘法可以把 Kxj ) 写成下述形式： 


<pOc ， y、= 




(5.3) 


由中项的系数作为主对角元， W 项的系数的一半 
作为 （1 ，2)元组成的对称矩阵 


A = 




称之为的矩阵. 

利用矩阵的乘法，还可以把写成下述 形式: 


其中矩阵 


11 


F (艾 ， y ) = 0，少，1)卜 12 a 2 


^2 



(5.4) 


(5^5) 
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(5.6) 


称为二次方程 （5.1) 的矩阵，它是对称 矩阵， 令V =(&，％)，贝 lj 
p 可以分块写成 

{A d \ * 

p = U _ c5 * 7) 

再令 a * = 0，i/)， 则 F(w) 可以表示成 

•’㈣ (二 ID. ㈣ 

于是方程 (5.1) 可以写成 

(二 1)(1) = ° - ( 5 . 9> 


* 




§1二次曲线方程的化简 


为了判别在右手直角坐标系I [0 汐中的二次方程 (5. 1> 
当系数取各种値时，七能表示哪几祌曲线，容易想到的办法是： 
作右手直角坐标变換，使得二次曲线 ( 5 . 1 ) 在新坐标系中的方程比 
较简单，易于辨认出它表示什么 曲线. 由于任一右手直角坐标变 
換都可兩移轴和转轴得到，所以我们首先来硏究在转轴下二次方 

I 

程 (5.1) 的系数变化规律. 


1.1 作转轴消去交叉项 


设 n 是由I经过转轴得到的，转角为 0. 则I到 
n 的点的坐标变換公式为 


X 




(5.10) 



令 
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y 


t 






则转轴公式 （5.10) 可以写成 



由 （5.10) 可以得到 






C5.ll) 


用（ 5 . 11) 代入方程（ 5 . 9) 中，得到二次曲线 （5.1) 的新方 程为: 




T l AT 

8 l T 



( 5 . 12 ) 

(5 # 12) / 


由于 ( T ^ ATy ^ T ^ A ^ T ^ T ^ AT , 所以仍为对称矩阵， 
于是新方程的二次项部分 roc ' ，，）的矩阵为 T * AT } 一 次项系 
数的一半组成的列是了常数$是％.这 说明： ‘过转轴，新 
方程的二次靖系数只与原方程的二次项系数及转角0有关；新方 
程的一次项系数只与原方程的一次项系数及转角0有关；经过转 
軸，常数项不变， 

轉然二次方程的二次项系数在转轴下是会改变的， 因 此辨们 
只要 k 肖选取转角0,就有可能消去交叉项（即，砂项）.从 
T * AT 可求得新方程的交叉项系数的一半 （它 就是7^乂了的 
(1， 2) 元）为： 


(% 2 — a u )sin0 cos8 + fl l? (cos 2 0 - sin 2 0) 


(a 


11 


)sin20 + a 12 cos2^ # 


(5J3) 


因此，当 
是 


„ 

s 

~r 


o 时，新方程的交叉项系数为零的充分必要条件 


ctg 29 




11 一 a 22 
2^19 


(5.14) 


选取满足 （5.14) 的!9,则新方程成为 


+ a 22 f y /2 + 2a x 






0, 


(5.15) 


其中 



•， m ， 这里 r 


::)• 现在来求〜 / 和％ 


它们分别是的（1，1)元和（2,2)元.因为 r 是正交矩阵 
所以于是有 


T^AT 


')， 


从而有 


AT = T 


0 1 

a.jr 


即 


r 

\a 


12 )( 


COS0 

sin0 


sin0 

COS0 


cos0 

sin0 


sin0 

I 

cos0 


)cr 


a 22 


')， 


比较等式两边的矩阵的主对角元便 得到: 


+ 

a lx cos0 + a 12 sin0 


<ios0 ， 


一 a 12 sin0 + fl 22 aos0 = a 22 ’ cos0. 


(5:16) 

(5.17) 


假如 COS0 


，则由 （5.16) 得 = 0，由于因此轉 


sin 0 = O , 这不可能，所以 cos 6^0. 从（5,16>和（5.17>分别得到 


^11’ = 沒11 + 

a 22 / = ^ 22 » a 12 tg 0 # 

例 5.1 作转轴消去下述二次方程的交叉项 


(5.18) 

>■ 

(5.19) 


5x z + 4xy + 2 夕 2 — 24x- 12^ + 18 
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解选取转角0使得它满足 


即 

解得 


ctg 20 ^ 


a 


11 


a 


on 


5 




9 


2^ 


12 


4 


2tg 2 0 + 3tg，9 




n 




f 或取 tg 6> = 含，且取 0 为锐角，则 


X 

于造 




fl 0 ’ = fl 0 = 18 # 

因此转轴后的新方程为 

6x / ^^^-]2 x /Jx / + 18 = 0 . 


转軸公式为 




V 


1.2 作移轴进一步化简方程 

经过转軸消 去衮叉 项后，就可以通过配方，再作移轴，把二 
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次方程行一步化筒，这时需要区分几种 情況： 

情形 1. 同号 

由于椭圆的标淄方程中平方项的系数是同号的，因此我们把 
消去交叉项后，平方项系数同号的二次曲线称为 捕圆型曲线. 此 
时把新方程 （5.15) 配方得 



作移轴 



(5.20) 


则二次方程 (5.15) 变成 

+ a 22 f + c x ^ 0, 



(5.21) 


D . l ] 若 C 与 a : 异号， 则 （5.21) 两边同除以一 q *， 得 



(5.22) 


其中 = 显然 (5.22) 是椭圆的标准方程 • 

a tl a 22 

[1.2] 若垆与 同号，则类似得 






(5.23) 


其中^彳二，显然方程 (5, 23 )无轨迹，有时也称(5,23〉 

a l 1 a 2 ? 

表示一个虛椭圆， 
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[1.3] 若则 （5,21) 可写成 

1 • 本 2 J7 * 2 

7 + V 二0， (5.24) 

u 3 u 3 

其中4=^^， n - rj -^ 显然 （5.24) 表示一个点 0*( 移轴后 

I^1 1 I I 〜 2 丨 

的坐标系的原点）. 

情形 2. 七/与 a " 异号 

由于双曲线的标准方程中平方项的系数异号，因此我们把消 

去交叉项后，平方项系数异号的二次曲线称为 双曲型曲线. 此时 

类似于情形1，方程 (5.15) 经配方，再作移軸 (5.20) 可以变成 
<5.21). 

[2.4] 若 q *^0, 将 (5.21) 两边同除以 - q % 得 

当 与 异号； （5.25) 

a 4 ^4 

或 

一 f + ^ 2 = l , 当与同号 • (5.26) 

a 5 U 5 

其中 



显然 (5.25) 和 (5.26) 均表示双曲线. （5.26) 可将坐标轴再转 
变成 （5.25) 形式， 

[2.5] 若4 = 0,则 （5.21) 可化成 

x * 2 y * 2 

^ 2 -- V -0, (5.27) 

u 3 


把左边分解因式，可看出这个方程表示一对相交直线. 
情形 3. 礼与 a 】 2 中有一个为零（不可能全为零） 
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由于抛物线的标准方程中平方项系数有一个为零，所以把消 
去交叉项后，平方项系数有一个为零的二次曲线称为抛 物型曲 

线. 

此时 不妨设 fl U — 0> 〃〗2年0( 如果<1与0 , a 22 = 0»则可将坐如 
轴再转 i ， 即作坐标变換 : f = - y ， y f = x •，从而新方程中 


= 0，^7 2 专0).这时方程 （5.15) 成为 

a [ 2 y f2 + 2 a \ x ? + 2 :aW + a r 0 = {)• (5.28) 

配方得 



(5 # 29) 


[3.6] 苦 <年0,则作移轴 



则 （5.29) 成为 

a f 22 y^ + 2a\x* ^ 0 . 


(5.30) 


(5 t 31) 


显然这是抛物线的方程. 

若 则 （5.29) 成为 




+ (?2 = 0> 其中 



作移轴 



得 


a 2 >* 2 + = o # 

[3.7] 若4与 a ( 2 异号，则由 （5.33) 得 


(5.32) 


(5.33) 
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y 


22 


(5.34) 


显然，这个方程表示一对平行直线. 

' [3.8] 若 d 与同号，则易看出方程 （5.33) 无轨迹，有时 
称它表示一对虛平行直线. 

[3.9] 若 <? 2 * = 0，则由（5.33)得 

y * 2 = 0. (5.35) 

显然，这个方程表示一对重合直线（与#轴重合). 

综上述，经过直角坐标变換把二次曲线方程化简后，可以看 
出，二次曲线共有九类，其中椭圆型曲线有 三类： 椭圆，虛椭圆， 
一 个点；双曲型曲线有两类：双曲线， 一 对相交直线；抛物型曲 
线有四类：抛物线， 一 对平行直线，--对虛平行直线， 一 对重合 
直线 _ 

椭圆，双曲线，抛物线这三•:类统称为圆锥 曲线， 

h 

1.3 例 

例 5. 2 确定例 5.1 中的二次方程表示的二次曲线 的类型 、形 
状和位置，幷且爾图. 

I 

■ 

解例 5.1 中巳逋过转轴(转角0是锐角，且 tg 0= 1/2) 把二次 
方程化简成 _ 

6? 2 + 〆 2 — 12 v / Tx / + 18= 0. 

因为4与 同号，所以这是 椭圆型 曲线，配方得 

6(x / -x/Yy+t/ f2 ~12=0 f 


I = X / — \/ 5 y 

、 y’ = y r ， 

+ - 12 = 0, 


作移轴 


得 
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即 



这是椭圆，长轴在轴上，长半轴为 x / G ， 短半轴为 x / 


_ 


由例 5.1 的转轴公式和上述移轴公式，可得出总的坐标变換 


公式为 




因此，最后的坐标系 
0* x * M 的原点 0 s ►在 

Oxy 中的坐标为 

(2,1), 而 X 轴到浐轴的 

转角0 满足格 0 = + ,且0 

为锐角.于是可确定出 
椭圆的位置.图就可以 
画出了《 

例 5. 3确定下述 
二次方程表示的二次曲 

I 

线的 类型、 形状和位置， 


图5,1 幷且画图, 

Ax 2 + Sxj / + 4 y 2 + 13« + 3 J / + 4= 0 # 


解选取0使满足 
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ctg20 


4 — 4 


所以 = | 或 y ， 即，- 4 


或 7. 取 0=1 7，于是 


4 


tg0 ~ ly COSO 



2 


2 , 


sin<9 


\/ 2 

~^2 


从而 


^ii = ^lx ^i2^S^ = 4 + 4 x 1 = 8, 




fl L = a 22 — a 12 tg 0 


cos0 sin9\ /a 


4 — 4 x 1 二 0, 





\ 


sinO cos0 



2 




2 


2 


lv / 2 




2 



2 


^ 4 # 


所以转轴后方程为 


8x /2 + Sx/ 2 x / — 5n/2 夕 ， +4 




这是抛物型曲线，配方得 


x 




2 



〆 二0, 


— V" 



\/2 


作移轴 





得新方程为 8^ 2 -5 v /2. y * 

= 0，即 




这是抛物线，幵口朝着#軸 


5 




正向，焦参数 

总的坐标变換公式为 




于是0气4*的原点 0* 在0巧中的坐标为(- +，-+)， 戈轴 


到0轴的转角为 t ， 这样就可画图了. 




习题 5.1 

I 

1. 通过直角坐标变換确定下列二次方程表示的曲线的爽 
型、形状和位置，幷且 画图. 

( 1 > nx z + Qxy + 3^ 2 — ] 2 文 一 12 友一 】2 = 0 ; 

(2) 5欠 2 + 12尤夕一22夂一12犮一19 = 0; 

C 3) x 2 - 2xy + y 1 - {Qx - 6 y + 25 ^ 0? 
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<4) 3^c 2 + A^y + 2^ + 8x + 4j/ + 6 = Oj 

(5) 乂 2 + x 夕一 2j/ 2 —llx —y + 28 = 0; 

(6) 9 欠 2 — 8^ + 24J/ 2 — 32 父 -16j/ + 138 = 0? 

(7) 6x 2 + 12 欠夕 + J/ 2 —36x — 6 夕 = 0; 

(8) Ax 2 ^ ixj/ + y z -2x- 141/ +7 = 0. 

2. 给定方程 

(A x x + B x y + Cj) 2 + iA 2 x + B 2 y f C 2 ) 2 = 1 


乂 1石2 — ^ 2^1 j 乂1 乂 2 卜万 1 及2 二 0. 

试经过适当坐标变換把上述方程化成标准形式，幷且指出此方程 
表示什么曲线， 


§2二次曲线的不变量 

上节中，我们已经会通过转轴和移轴，把二次曲线方程化简 
成标准形式，由此确定曲线的类型、形状和位置.但是在不少问 
题中，常常希望直接从原二次方程的系数来判别它代表的曲线的 
类型和形状，本节就来解决这个问题.解决此问题的途 径是： 先 
讨论在直角坐标变換下，二次方程的系数(看成参变量）的哪些函 
数其函数値是保持不变的，然后我们就能确定原方程的系 数与经 
过转轴和移轴得到的最筒方程的系数之间的关系，从而就可用原 
方程的系数来直接判别曲线的类型和形状. 

2.1 二次曲线的不变霣和半不变量 

曲线的方程一般是随着坐标系的改变而改变的，但是旣然这 
些方程都是代表同一条曲线，它们就应该有某些共同性，也就是 
说它们的系数应该有某些共同的特性是不随坐标系的改变而变化 
的.刻划这种共同性的量，我们称它为不变量.确切地说 

定义 5.1 曲线方程系数的一个确定的函数，如果在任意一 
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个直角坐标变換下它的菡数値不变，那么就称这个菡数是这条曲 

线的一个正交不 变量， 简称为不 变量. 


不变量旣然与直角坐标系的选择无关，于是它就反映了曲线 
本身的几何性质.因此找出曲线方程的不变最是解析几何硏究中 
的一个重要课题. 

定理 5.1 在给定的直角坐标系中，设二次曲线的方程为 


(5,1) .令 

a 12 

^12 ^22 


h 



a 22 


I 


2 



则 乙 〆 2, 匕都是 二次曲线的不变量. 

证明 先证在转轴下不变. 

作转轴§1中已算出转軸后新方程 (5.12) 的二次项 
部分， （ V ， 〆 ）的矩阵为 PAT ， 于是 


/^ 2 = |7'MT| = |T* | |>l| [T| = |T| |A| |T| 
= |7 T | A | = | A |= J 2 . 


/； 是新方程 （5.12) 的平方项系数之和，亦即的主对 
角元之和.用 m 表示了的元，贝 ij 

• 胃 1 


= 2 的 (*. a ) 元 ] -[Ar 的 a ， o 元] 

i ; 1 4 ■ 1 
2 2 2 

i *• 1 4 ■* 1 f — 1 

■ 

2 a fcl(s a ll + a 22 = ^19 

J 一 1 J _1 'i-l ’ 

其中 （*> 步利用了连加号可以交換次序的性质； （**) 步利用了 T 
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是正交矩阵，因此，当&年 /时， 当/时， 

i - X 


r 3 是新方程 （5.12) 的矩阵 P 的行列式，由 （5.12 V 知, 



所以 



= | r *|| p || T | - 卜 1 P | =，3, 

这里用到了了是正交矩阵，从而|了丨或 -U 
再证 A ,/ 2 ，/ 3 在移軸下不变 • 

作移轴 

(X - X* + x 0J 

+ 夕 0 ， 


(5.36) 


将此移轴公式代入原二次方程 ( 5 . D 得 

a n (x^ + x 0 ) 2 + 2cl x z( x ^ + %)('〆 + 夕 0) + a 2ziy^ + 夕 。） 2 

+ 2\0* + X 。）+ 2 %(〆 + 外）+ a 。 = 0， 


整理得 ， 

a n x ^ 2 + 々 * + a %^y ^ 2 + 2 ( a ii x o + a \%y ^ + “l)# 

+ 2 (a 12 x 0 + a n j/ 0 + a 2 >i/* + a u xg + 2a xz x 0 y 0 

+ ^ 22^0 ^ 2%x 0 + 2a 2 夕 o H~a 0 = 0 ， （ 5_37) 

这就是曲线 (5.1) 经过移轴后的新方程.如果新方程的系数用带 

”号表示，则可写出新方程系数与原方程系数的关系： 


1^3 




a 


11 


a n 


a 


t 2 


a X 2 


a 


22 


a 22 


a 


欠 0 + ^12^0 ^1? 


^2 = ^12 欠 0 十 ^22^0 ^ a 


a 


拿 

0 


F(x 。， 夕 0〉 = 2^i2^o^o 0 

^2 a x x ^+2 a 2 y ^+ a ^ 


由 （5.38) 即得 


/ ^ = <Z|! + Cl^ ^ ^\\ ^22 二 ’1; 



(5.38) 


a n 

a X 2 

fl || X 0 + ^12^0 ^1 


a i 2 

a 22 

^ 12^0 + ^ 22^0 + Cl 2 


^ 11^0 ^ 12^0 ^1 
^12 欠 0 + ^22^0 ^ a 2 

FOo, 夕 0) 


( 1 ) 


a n 

a i 2 

d \\ X ^ + ^12^0 ^1 


a i 2 



a 22 

a i2 X 0 + a 22^0 + a Z 


a 


2 


^1^0 + ^2^0 + a 0 


^12 a i 


( 2 ) 


a i 2 

a x 


a 22 


a 2 


a 2 ^ o 




其中第 ( l ) 步是分别把第 1 列的 - h 倍和第2列的 - y c 倍加到第 
3列；第 (2) 步是分别把第1行的- ％倍和第2行的 - 办倍加 
到第3 行. 

综上述知， A , A ，八是不变量. 

定运5.2设二次曲线在直角坐标系0：^中的方程为 (5.1), 
令 
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则在转轴下，^不变；幷且对于/ 2 = 6 = 0的二次曲线， 仏在移 
轴下也 不变，称^^是二次曲线的半不 变量. 

证明作转轴 a = 则因为所以有 


K\ 


a ’i 

+ 

a 22 

a’ 2 


< 

^0 

i 

a’ 2 

a; 


= i a h + Oo - i a \ 2 + ^2^) - ，’1。0「占’ 1 谷’ 

= h cnsy(T‘d) 二 iaUTM 

= I { a 0 - S l 8 - 7^ 0 - (ct \ + al) - K lm 


对于人 2 — ^3 ^ 0 的一^次曲线 ， |U ’2 = 0 ，得 4^22 = a / 2 ， 即， 
a il * a i2 = a i2 * fl 22 * 此时^ 11 和 a 22 至少奉一个小为零（否则会為 

ail = a 22 = a l2 " 0 J 矛盾），不妨设 a 22 :\^ 0 ， 记 “u I fl|2 ^ a i2* a 22 = 

此时有 




^12 

a i 


^hl 

^22 

i 


0 

0 

Cly _ 2 

/ 3 = 

。 12 

a 22 

a 2 


a \2 

a zt 

Cl 2 

j 

r 

| 

■■ 

■ ~ ~ 

a u 

a zz 

^2 


a i 

a 2 

o 


i a X 

£i 2 

1 

^0 

i 

i 

1 

a i 

a 2 

a o 




a n 

a i 


a 


22 


“ 2 


- (^i - l <^ z ) 



a u 

“ 2 


= 一仏 2(^ - Z “ 2 ) 2 ， 

因为 了 3 = 0， ha 与0， 所以 A _ = 0. 


于是得到 



flj 2 ^ ^12 - ^22 = ^1 * ^2 ^ 



现在作移軸 《 = a * + a 。， 由 （5.38) 得 


(5.39) 


a 


a 


ii 


酱 


a 


* 


a 


o 


a 


n 


fl n x o + a i 2 夕 o + a 


a 


ii 


a u x Q + a l2 i/ Q + a 
^(^ o ^ o ) 

a 12 y 0 + a 


fl ii x o + ^12^0 + a i a i 2 x oi/o + a z%yl + ^i^o + 2 a 2 y 0 + 


a ii 


a !2^0 



a 


t 


«12^0 + «1 


«22^0 



2a 2 y 0 + a 0 


(5.40) 


若 f 年0， （5,40) 式等于 
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^uyl + 2^ra x y 0 + 



^li^o a i 



¥ 0 + 



若 I = 0 ， 则由 （5.39) 知，— ^ i 2 — 于是 （5.40) 式等于备 • 

总之，有 


^11 < 


a n a i 



a 0 


类似地可证 



因此， K ^ K lm 这表明，对于/ 2 = / 3 :=0的二次曲线，在移轴 
下也是不变的. 

注•意，对于任意二次曲线， A 在移轴下其函数値可能变化. 


2,2利用不变置确定二次曲线的类型和形状 


设二次曲线的方程 (5.1) 经过直角幽标变換化成了最简形式. 
情1形和 2. 椭圆型和双曲型曲线，此时最简方程为 

d 

a^x* 2 + fl 2 ’ 2 y* 2 + c\ = 0 m 

当札 与心同 （异）号时，为椭圆型（双曲 型). 由 于乙和 / 2 是不 


变量，所以有 


：= 

a n a n ~ ^ 2 * 


(5.41) 


于是，吣与同号的充分必要条件是/ 2 >0 # 这表明，若 J 2 >0, 
则曲线为椭圆型；若/ 2 <0,则为双曲型.从 （5,41) 还看出 ， al 

和 a 〗2 是一元二次方程 
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( 5 . 42 ) 


A 2 — / t A + /g = 0 ， 

的两个实根.称 (5.42) 是二次曲线 （5.1) 的特征方程，它的两个 
实根称为二次曲线 <5.1) 的特征根，记作 A ， A 2 . 注意由于方程 


(5.42) 的判别式 ‘ 

/〒 - 4’2 = ( a u + 〜2)2 - 4 C ^ ll ^22 ~ 

= C^ll — a^2)2 + 

所以此方程一定有两个不等或相等的实根. 
因为心 也是不变量，所以有 


从而得 



这样椭圆 型或双 曲型曲线的最简方程 （5.21) 可 写成: 


(5.43) 


又 〆 * 2 + A 2 ]/* 2 + 




(5.44) 


由最简方程 (5.44) 可以确定二次曲线的形状，幷且得出判別曲线 
所属的类的 方法： 在 J 2 >0 时，若八与 A 异号，则曲线 (5.1) 是 
椭圆？ 若八与乙同号，则曲线 (5.1) 是虛椭圆；若心= 0,则曲 
线 (5.1) 是一 个点. 在/ 2 <0时，若/ 3 年0,则曲线 （5.1) 是双曲 
线；若4=0,则曲线 (5.1) 是一对相交直线. 

情形 3. 抛物型曲线. 

[3.6] 抛物线，其最筒方程为 
a 22 ^* 2 + 2 a \ x * = 0,其中4年0，4与0. 

由于 A ， / 2 J 3 是不变量，因此有 


ft 
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22 


^ 22 ^ 


一 1 4 Cl 


t ft 


I a \ o 

于是最简方程 (5.31) 可写成 


1 ^ + 2 ^- 


3 


h 




(5.45) 


[3.7]—[3.9】 此时最简方程为 

a f z 2 i /^ 2 + ct = 0 ? 其中 ^2=^0 # 


算出 A = fl《 2 ，’2 = 0，了 3 二 
和移轴下均不变，从而有 




0，0 # 由于 h 




0 ，因此，在转$田 



a 2 Z 


1 " ®22^ 


2 


ho % 


2 


于是最简方程 (5.33) 可•写成 


hy 




o . 


(5.46) 


综上述知， 


0时，曲线 (5.1) 为抛物型、此时，若/ 3 年0, 


( n 椭圆型 1. 椭圆 


/ 4 >0 



>双曲型 
/ 2 <0 


2. 虚椭圖， 

3. —个点> 


，双曲线， 

5. —对相交直线; 


<1〉抛物型 


6. 抛物线 } 


. 一 对平行直线， 

. —对虚平行直线 
. 一对重合直线， 
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则曲线 (5. 1> 为抛物线，共形状由方程 (5.45) 可确定；若 A = 0, 
则又分三种情况：^^<0时，曲线 C >.1) 为一对平行直线(从方程 
(5.46) 可以看出）； ^^>0 时，为一对虛芊行直线； 1 = 0 时，为 
一 对重合直线. 

从上面看到，利用二次曲线的不变量和半不变量兀1， 
就能完全确定曲线的类型和形状.把上述结果列成一个表（见上 
页）： 




又 


^=1. 于是方程可化 简成; 
1 2 



« 
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即 



jy * z +\ = 0, 



于是这条双曲线的实半轴 a = v /2, 虛半 ㈣ = ||:+ v /10 


(2) /! = 1 + 4 = 5 j / 2 二 



这是抛物型曲线. 

1 2 
-^3 ^ 2 4 

-10 5 


一 10 

_ 

5 = — 625 . 

— 50 


因为 h 年0,所以这是抛物线.计算 = 
于是方程可化 简成： 

5 y * 2 ±10 v / "5' jc *-0, 

即 y ^± 2 \/~ Sx * = 0. 

因此这条抛物线的焦参数 P = n /7. 

例 5. 5按参数 A 的値讨论下述曲线的类型. 

Ax 2 — 2xy + Xy 2 ^ 2x + 2y + 5 = 0 # 

解乙 = 2 A , 

= 又 2 - 1 = (A — l)(A + 1), 

= 5又 2 — 2 又 一 3 = 5 (又 + 善 )( 儿 一 1)， 

0 

A： 1 = 10A-2 = 2(5A-1).- 

(1) 当 | A |>1 时，/ 2 >0,属椭圆型. 

1.1) 当 A >1 时，/,>0, / 3 >0,因此是虛椭圆； 
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1.2) 当&< 一 1 时， li <0， 了3>0，因此是 捕圆. 

(2) 当 | A |<1 时，/ 2 <0,属双曲型. 

2.1) 当 —1< A <1, 且2乓-|'时，/ 3 ^0,是双曲线； 

2.2) 当2=— | ■时，/ 3 = 0,是一对相交直线. 

(3) 当 | A |=1 时， 1 2 ~ 0 , 属抛物型. 

3.1) 当 又=1 时，/ 3 =0, ^! = 8>0,是一对虛平行直线; 

• • 

3.2) 当又=-1时，/ 3 ^0,是抛物线， 


椭圓 




双曲线 


虛椭圆 


-1 w -3/5 

■ 

■ 


抛物棧 


一对相 

交直线 


—对虚 
平行直较 


图5 # 


习 


m 


_ 


1 . 判断下列二次曲线的类型，幷且确定其 形状, 


(1) 6 乂夕 + 8J/ 2 — 12x — 26 夕 +11 = Oj 


(2) x 2 + 2xy + y 2 - 8^ + 4 = 0； 

s 

■ 

(3) 5JC 2 + %xy + SV 2 - 18x ^ 18i/ + 9 = 0 j 


(4) 5x 2 —16x 夕 + 29 夕 2 + 10 欠一 34 夕 + 9 = 0 多 


(5) x 2 + xy-2j/ 2 -ll^-y + 28 

(6) 8 x 2 + Sxj / + 2 j / 2 - Qx -3 t / - 


m 


o # 


2. 当 A 取何値时，方程 


Ax 2 + A^y + j/ 2 — 4 父一 2 夕 一 3 = 0 


表示一对直线? 




t 


按参数 A 的値讨论下列曲线的类型 


in 


(1) (1 + A 2 ) (V + J / 2 ) — 4 又欠 1/ + 2 又（乂 + ^) + 2 = Oj 

(2) V — Axy + 4 j / 2 + 8 j / + 3 + 2又（一 2 xy —欠一 1) = O . 

4. 证明： 二次方程 (5.1) 表示一个圆的充分必要条件是 /? 
= 4’2， 

5. 证明 •. 二次方程 (5.1) 表示一条等轴双曲线或两条互相 
垂直的直线的充分必要条件是 /i = 0. 

6. 设二次方程 (5.1) 表示一对平行直线， 证明： 这对平行 
直线间的距离为 



7. 证明：抛物线少= 2 PX 满足 LLCO . 

§3 二次曲线的对称中心 

I. 

上一节我们利用二次曲线的不变量和半不变量直接从原方程 
的系数确定了曲线的类型和形状，那末能否直接从原方程确定曲 
线的位置呢？譬如，椭圆，只要能从原方程的系数求出它的对称 
中心和两根对称轴（长轴和短轴），则椭圆的位置就确定了.因 
此，从本节开始，我们来讨论如何直接从原方程判别二次曲线有 
沒有对称中心和对称轴,如果有的话，如何求出它们.我们还要 i 寸 
论如何直接从原方程求出二次曲线的切线和法线，求出双曲线的 
渐近线等.由于二次曲线的对称轴、切线、渐近线都是直线，因 
此我们就从讨论直线与二次曲线的相关位置入手. 


3.1 直线与二次曲线的相关位置 


设二次曲线 《的 方程为(5.1)，设直线 Z 过点％ 
方向向量为® (^,*0, 则 Z 的参数方 程为： 

4 


X - x 0 + fit ， 

y ^ 


— oo<^< + CO, 


<5,47) 


为了讨论直线 I 与二次曲线 $ 的相关位置，我们把 (5.47) 代入 
(5.1)，经整理得： 

^(/ i ^) t 2 + 2[ i 7 1 ( jc 0 , y 0 ) j « + F 2 ( x 0 ,^ 0 )^]£ 

+ F (. x Q f y ^) = 0, (5.48) 

其中是 (5.1) 的左端的多项式， < Kx ， y 、 兔 F ( x ， y ) 的 二次 
硕部分， 

F^x f t/):=a lt x + a 12 t/ + a n F z (x f i/):= ： a 12 x-h a i2 y + a 2t 

情形 1. 若 POJ ) 与 0, 则 （5.48) 是 t 的二次方程，它的判 

别式 

4[^!(^0^0)/ 4 + 厂2(欠。,夕。）"] 2 - 抑山） • 

1 J ) 若4>0, 则/与 S 有两个不同交点； 

1 .2) 若3 = 0，则丨与 S 有两个重合交点； 

1.3) 若3<0，则 Z 与6•沒有交点，但由于 (5.48) 有两个共 

轭复根，因此称《 与&有 两个虛交点. 

情形 2. 若 pO ，JO = 0， 

2.4) 若 从 + F 2 ( x 0 ， t y 0 ) i ^ O ， 则 （5,48) 是 t 的一次 

方程，从而 Z 与&有一个点； 

2.5) 若 + "^(欠。，夕 o)p = 0，且尸（欠。 ， y 。） = 0，则 

■ 

(5.48) 成了恒等式，即任一实数 t 都是 (5.48) 的解，从而整条直 
线 Z 都在二次曲线 S 上； 

2.6) 若 + "^(尤。 ，_ y 。)!^ = 0，且 ❶ )^0， 则 

(5.48) 无解， 从而 I 与 S 沒有交点， 

定义 5.2 设二次曲线$的方程为(5.1)，若非零向量》的坐 
标(#，*0满足*(#，〃）= 0，则称0是$的渐近方向； 

若满足 Kh *0 年0,则称〃是$的非渐近方向， 

定理 5. 3椭圆型曲线(即 A >0) 沒有渐近方向> 双曲型曲 
线(心<0)有两个渐近方向；抛物型曲线 ( J 2 = 0) 有一个渐近方 
向： 

0:1^= — ^12 * ^11 ^ ^22 * ^12# 
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证明设〃 O ') 是二次曲线 S 的渐近方向，则有 

^ 22 ^^ = 0 ^ (5 # 49 ) 

因为 w 不全为零，不妨设 f ^ FO , 则由 （5.49) 得 

/ /i \ 2 M 

fl ii^—j + 2a n — + a 22 = 0. 


旣然一元二次方程 A〆 + 2 a x% z + a 22 = 0有实根 f ,因此它的判 

别式即 L <0. 这说明，/ 2 >0时，夕沒有 
渐近方向. 

『 2 <0时，由于4>0,因此上述一元二次方程有两个不等实 
根，从而得到$的两个渐近方向；/ 2 = 0时，由于4 = 0，因此该 
二次方程有相等的两个实根，从而得到 S 的一个渐近方向： 

M 一 2^|2 ^12 

v 2^ii ^11 

由 L = 0 还可推出 


一 ^ 12*^11 = ~ a %% * a i2m 


3.2 二次曲线的对称中心 


读者已经知道，椭圆和双曲线都有一个对称中心，而抛物线 
沒有对称中心.其他几种二次曲线有沒有对称中心？如果一条二 
次曲线有对称中心，如何直接从原方程求出它的对称中心？本小 
节就来讨论这些问题. 

定义 5. 3点 CK 称为曲线&的对称中心（简称为中心),如 
果汶上任一点关于 0' 的对称点 A / 2 仍在6*上* 

定理 5. 4点0/(%, y 。） 是二次曲线$ (它的方程是 （5.1)) 
的对称中心的充分必要条件为0/的坐标 ( A , %)是方程组 


| , j /) = 0, 

\F z ix f i/) = 0 


(5,50) 


的解 • 
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证明必 要性 . 设 o'( 〜汐。）是二次曲线及的对称中心，住 


取 S 的一个非渐近方向 Oi,v) ， 则过 0/(x G ， y G ) 且方向为 0i ， *0 的 

直线；与 s 有两个（不同的，或重合的，或虛的）交点 

A/ 2 (r 2 ,y 2 ). 由于 CK 是 *^ 的对称中心，所以 CK 是 

线段的中点，于是 


^0 ~ 


Xj + x z 
2 


夕 0 二 


Pl + J /2 

2 • 


(5.51) 


设对应的参数値为 t f ， 则有 

f x { - x 0 + ixt i9 

4 



将 （ 5.52) 代入 (5.51 ) 得 

2 欠 0 = 2 欠 0 + /i(£| + ^) ， 2 t Vo = 2«Vo + "( 尤 i +D ， 


(5.52) 


于是得 - 

I 

" 1 + (2) 二 0， P (尤 1 + 丈 2) = 0* 

由于 /i ， P 不全为零，因此 ， tj + ^2 = 

因为是 Z 与 <S 的交点，所以它对应的参数値 

p 

&(* = ] ， 2) 是 t 的二次方程 ( 「 ). 48) 的根.据韦达定理得 




一 2 


Hi 土， v ) 


[ 匕 <>0 ，夕 0)"+ 尸 2( 父 0, 夕 0)"]. 


再由 h + l 


0，彳葶 


+ i / F 2 ( x 0 ， j /。） = ()• 


(5.53) 


(5.53> 对于 $ 的任意非渐近方向 (/x ， v) 都成立，取&的两个不共 
线的非渐近方向和则得 


1(^0 9 y^) v i^2^ x o }^q) = 0 ， 

1(尤0，夕。〉+ 9 ^ 0 ^ = 

这说明 （ iV&yDhAOo Jo )) 是齐次线性方程组 

+ v = 0 # 




lh x + v 2 p = 0 


(5,54) 


(5.55) 
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的解，由于 h 与％不共线，因此, 


"2 


^1 




年0, 


/ 


从而方程组 (5.55) 只有零解，所以有 


(^iC x o ， y<>) = 0 ， 

^ 0 # 

充分性.若点 CK 的坐标 O 。，：}/。） 是方程组 （5.50) 的解，则 

^\( 欠。，友 0) = 0 ， ^ 2 (.^ 0 tp^y ^ o# 

作移轴，使 a 为新坐标系原点，于是移轴公式为 

广'％， 

= + y 0 . 

代入$的原方程<5.1),得到5•的新方 程为： 

a u x fi + 2 a n x f + fl 22 y /2 + F ( x 0 ^ 0 ) = 0* (5.56) 

(5.56)中用-：»： / 代;^, 用- 〆 代 〆 ，方程不变，所以是 S 
的对称中心， 

■ . 

定理 5. 5 4年0时，二次曲线&有唯一的对称中心； 4 = 0, 
且/ 8 = 0 时，&有无穷多个对称中心，它们组成一条直线，称它 
是&的中心直线，其方程为 ， y ) = 0 ( 或者 = 0); 
/* = 0,但/ 3 年0时，5 •沒 有对称中心. 

证明方程组 (5.50) 就是 




is.soy 


显然， A 年0时，方程组 (5.56 V 有唯一解，因此 S 有唯一的对称 


中心 • 

’2 = h = 0时，据定理5 . 2的证明过程知， 

", 

^11 • ^12 ^ ^ 12 " ^22 = 二 
于是方程组 (5. 50 〆 可以写成 

/( 江 12丈 + ^ 22 ^ ^2^ = 0， 

\a l2 x + 汶 22 夕 + a 2 = ()• 
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显然这个方程组有无穷多个解，从而 S 有无穷多个对称中心，幷 
且它们恰好组成一条直线 

6^12欠十夕+ ^2二0钃 

■^2 = 0， 但 了 3^?0时，:〜之 = a :2 :与 A :4，因此方程含且 
(5.50)/ 无解，从而&沒有对称中心. 

我们把具有唯一对称中心的二次曲线称为 中心型曲线； 把沒 
有对称中心或者有无穷多个对称中心的二次曲线称 为非中心型曲 
线， 其中沒有对称中心的称为无心 曲线， 有无穷多个对称中心的 
称 为线心曲线. 于是椭圆型和双曲型曲线都是中心型曲线；而抛 
物型曲线是非中心型的，其中抛物线是无心曲线，一对平行直 
线、一对虛平行直线、一对 i 合直线都是线心曲线. 

习题 5.3 

1. 求直线 

rx --- 2 + ?,t f 

飞义=1 + 2 t 

与下列二次曲线的交点_ 

3 

(1) 2x 2 - 2xy + yy 2 - 2x ^ 0? 

(2) X 2 — 夕 2 — 欠一夕 + i = 0參 

2. 下列二次曲线有沒有渐近方向？若有，则求出它们， 

k 

(1) x 2 - 3^ - 10^ 2 + 6^ - S 1/ = 0； 

(2) x 2 + xy - 2y 2 - \ \x - y ^ 2^ - 0 ； 

(3) x 2 1 2^ + ,}/ 2 -8^ + 4 = 0； 

(4) 8汐 + 8欠3/ + 2夕 2 — 6欠一3夕一〔）二（). 

3. 求下列二次曲线的对称中心. 

(1) 5^c 2 + + 5^ 2 - 18x - 18J/ + 11 = 0 ； 

p 

(2) 2父夕一 4尤+ 2夕十11 = 0? 

k 

_ 

(3) Ax 2 + Axy + 夕 2 - IQx - 5y + 6 = Q; 

I 
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(4) x % - 2 xy + 3^ + 11 = 0. 

4. 当 A# 满足什么条件时，二次曲线 

x 2 + ^xy + ky z + 33C + MJ/-4 = 0 

(1) 有唯一的中心 f 

(2) 沒有中心； 

(3) 有一条中心 直线， 

5. 若方程 （5.1) 表示一条中心型曲线，写出中心是原点的 

条件 • 

6. 设二次曲线&过点(2,3)，（4,2),(-1，-3),且以点 
( 0 , 1 ) 为中心，求 5 •的方程. 



我们已经知道，椭圆、双曲线和抛物线都有对称軸，如何直 
接从它们的原方程求出它们的对称軸？ 

定义 5. 4 直线〖称为曲线5 •的对 称轴， 如果对于曲线5•上的 
任一点它关于直线 Z 的对称点 M 2 0 2 ， y 2 ) 也在曲线 


我们把曲线 S 上的两个点的 

连线段称为&的一条弦.从定义 

■ 

5. 4知道，若直线〖是圆锥曲线 


汶上 • 



中点所在的直 


5的对称轴，则 i 经过$的某一组 

平行弦的中点，幷 且丨跟 这组平 
行弦方向垂直（如图5.4>*因此 
为了硏究圆锥曲线$的对称轴， 
我们就先来硏究^的一组卒行弦 


4.1 二次曲线的直径 

定理 5.6 二次曲线&的沿非渐近方肉的平行弦的中点 

m 



都在一条直线上，它的方程是 

fiF x ( x 9 y ) + vF % ix f y ^ = 0 # (5.57) 

证明任取沿非渐近方向 （ y ) 的一条弦 M x M 2 , 由定理 5.4 
的证明知，的中点的坐标满足方程 

#尸1<>，50 +" 尸2(义,夕）= 0， 

即 （ a n /i + a l 2 v y )x + ( a 12 M + ^ 22 v )^ + + a 2 v = 0. (5.58) 

(5.58) 的一次项系数一定不全为零，因为假如 

OllA + ^12^ = ^ ? 

^12^ ^22^ = 0, 

I 

则得 "( a u M + a l 2 i ；) + v ( a 12 M + a 22 ") = 0， 

即 a tl } i 2 + 2 a l2 }iv + a 2 Z v 2 = 0, 

亦即 < P (卩， v ) = 0. 

这说明 ( h »0 是 $ 的渐近方向，矛盾 • 因此 (5.58) 是 W 的一次 
方程，从而它表示一条直线 • 于是，沿(#，〃)方向的平行弦的中 
点都在这条直 线上. 

定义 5. 5二次曲线&的沿非渐近方向 (/ i ，*0 的平行弦中点所 
在的直线称为&的共轭于方向 Ox ， tO 的直径 • 

由定理5,6知，二次曲线夕的共轭于方向 O ') 的直径的力程 • 

是 

fiF^x^y) + vF 2 (x = 0 ， 

或者骂成 （5.58) 的形式. 

•» 

推论 5.1 中心型曲线或线 
心曲线的直径一定经过中心 • 

设！是中心型曲线&的共 
轭于非渐近方向 OhA ) 的直 
径，则过中心，且方向为 （ Ah ' i ) 

的直线 " 也是^的一条直径，事 
实上，易证 r 是共轭于 i 的方向 
( W 2) 的直径.因此我们把丨和 
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"称 为&的 一对共轭直径（如囹 5.5). 


4.2 圆锥曲线的对称轴 


设 Z 是圆谁曲线 S 的对称轴，于是由本节开头一段知， Z 是 
S 的一条直径，幷且 f 与它所共轭的非渐近方向垂直.因 
此，/ 的方程是 

/^1( 文 , 夕 ）+ ^0，$) = 0 ， 

即 

4 

(a u /£ + ^ 12 r)x + (a 12 /i + a 22 p)jj + n^i -f a 2 v - 0 # 

因为丨与 o , v ) 垂直，所以有 

一 + a 22 v) + v{a n fi + a 12 j7) = 0 ， 

即 

r 

(a n "+ a l2 v)：fi = (a l2 ^i + a 22 u^:v 9 (5.59) 

为了从 （5.59) 解出 ii ： v 9 我们以 f 表示 （5.59) 中两个比的公共比 
値，于是得到方程组 


{ 


(fljj — + = 0? 

a X 2^ + ( fl 22 一 f = 0* 


(5.60) 


因为 P 夕不全为零，所以 




fl l 2 


*r 

。22)€ + “"〜之 一 = 0, 


即 f 2 —（^11 + ^22)5 + ^11^22 ~ 

亦即 r 一 v +/ 2 = o. 

这说明，（5.59>中的公典比値 r 是二次曲线 & 的特征根.把特征 
根 f 代入(5.60>中，求出这称为属于€的主方向，若它是 
非渐近方向/则将它代到 (5. 57>即得 s 的对称轴的方程. 

椭圆和双曲线的两条对称轴显然是一对共轭直径. 


例 5 .S 求下列二次曲线的对称轴. 

(1) x 2 —3>^ + J/ 2 +10x_10j/ + 21 = 0 ; 


(2) x 2 + 4XJ / + 4J/ 2 - 20x + 1 0J/ - 50 = 0 # 
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解 （1) 2 f ’2 = _ t ，’3 = — t . 因此，这是双曲线. 
解特征方程 A 2 - 2^ - 0,得心二-去， ^-2 = 将它们分 

別代替 (5.60) 中的乙解得， ^ 1 ：^ 1 = 1： T , fi 2 ： v 2 = ~1：1. 它们 

I 

都是非渐近方向，将它们代入 (5.57) 中，求得两条对称轴方程 
为： 

卜一知 + 5) + ( _ f + 1/ -5^ = 0, 

- (x — 专 y + 5) + ( -音 -V + _V - 5) = ()• 

整理得 

A ： + j / = o ^ n «- i / + 4 = o . 

(2) /x = 5, / 2 = 0, / 3 = -625. 因此，这是抛 物线. 解 

A 2 — fjA = 0，得 — 0 ,^> 2 = 5* 用心 ^ 0代替 (5.60) 中的5，解得 
K ,： v ,= 这是渐近方向.用毛= 5代替 (5, 60〉中的€， 

p 

解得 / i 2 :h = l :2， 这是非渐近方向，将它代到 (5.57) 中便得到对 
称轴的方程为 

h 

l«(x + 2^- 10) +2(2 Jc + 4 j /+ 5> = 0, 

即 x + 2 !/~ Q m 

*4.3 从原方程的系数确定圆锥曲线的位置 

我们已经会直接从原方程的系数求椭圆、双曲线的对称中心 
和对称轴，如果我们还能确定椭圆的对称轴哪根是长轴，双曲线 
的对称轴哪根是实軸，则橢圆、双曲线的位置就完全确定了. 

定理 5. 7对于椭圆，若取绝对値较小的特征根为则椭 
圆的长轴方向是属于 心的主 方向，对于双曲线，若取与/»同号 
的特征根为则双曲线的实轴的方向是属于\的主方向. 

证明对于椭圆&，设它在原直角坐标系1[0;力,€ 2 ]中的 
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方程是 （5.1)， 作转轴 I [O-e,，e 2 ] —4 U 消去交叉 

■ 

项，再作移轴 n[o;< ^nicose； ，<]使得《的新方程 

为： 


心欠 * 2 + + 卢 '= 0 ， 

J 2 

^ ■ d ■ ■ ，、 ■ •■ ■ 

若 W 是绝对値较小的特征根，则易看出椭圆的长轴在0轴上， 

即长轴方问为»设的 I 坐标为 C&11 ，& 21) ，<的I坐标为 
(^ a 2 ). 则转轴公式为 



其中I到 n 的过渡矩阵 




是正交矩阵 • 转轴后的方程的二次项部分的矩阵为： ^Ar. 由于 

再作移轴时，二次项的系数不改变，因此转轴后的方程的二次项 
系 数为： 


因此有 



(k 


T^AT 


0 


* 


0 


因为 T*=r4, 所以由上式得 

a il ^12 \/^11 ^12 



a X 2 


22 


I b 21 b 22 



bn ^12 \ M 


b 21 b 22 



0 


0 又 2 


比较等式两边的矩阵的 （1，1) 元和 (2，1) 元，得 


f a U^ll ^ 12^21 = 乂 1 厶 11 ， 

+ a 22 办21 = ^1^21* 


即 



ft 


G - ^l)^n + a i2^2l " 

11 + (^找-又1)办 2 i = 0. 

于是看出 ^ n : hl 就是属于 A 的主方向，也就是长轴的方向 <就 
是属于 A 的主方向. - 


对于双曲线 s ，同上作转轴和移軸，使新方程为 A . X ^ + A ^* 


3 



h 


0,若取 A 是与 J 3 同号的特征根，则易看出双曲线的实轴在 


鼇 




x * 轴上，即实軸的方向是 由于上面已经证明了 J 21 ) 就 

是属于 m 的主方向，因此，双曲线的实轴方向是心的主方向* 
例 5. 7对于下述二次曲线，直接从原方程系数确定它的类 
型、形状和位置，幷且画图. 


欠 2 — ^xy 十夕 2 + 10欠 一 10夕 + 21 ― 0 # 


解在例 5.4(1) 中已 算出: 

1 = 2，,2 = — 


5 


4 




5 


4， 


这是双曲线.它的两个特征根为 


又1 


2 


，又 


5 




它的标准方程是 


X* 

T 


2 






实半轴 a 



2，虛半轴 ^ = 


暴 


为了确定它的位置，先求它的对称中心，解方程组 


r 


X 


夕 + 5 


< 


3 


得 x ; - 


—了 x + 夕— 5 = 0, 
y = 2, 因此对称中心为（-2,2), 
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再求对称轴，分别用心，；1 2 代入（5.60)中的乙解得 

~ 1 * 1 > 1^2 ■ ^2 = 一 1 : • 

山于双曲线的对称轴必过中心，所以方向为（1，1)的对称轴（即 

实軸） h 的方程是； , 

y + 2 y -2 


即 x -夕 + 4二 ()• 

方向为 （ _ 1，1 ) 的对称軸！2的方程足： 

欠 + 2 y-2 

一 1 1 ， 

l\\l x + 夕 =()• 



确定它的类型、形状和位置, 


对子抛 物线，我们已经 
会从 原力程 的系数求出它的 
一根对称軸，如果还能求出 
它的顶点以及能确定开口方 
向，则抛物线的位置也就完 
全确定了.抛物线的顶点是 
抛物线本身与它的对称轴的 
交点；至于抛物线的开口方 
向如何简单易行地确定，可 
以从下面例子中受到启发， 
例 5,8 对于下述二次 
曲线，直接从原方程的系数 
幷且画图， 


x 2 + 4xy + 4y 2 - 20x + 10y - 50 = 0, 

解在例 5.4(2) 中已算出 

’1 二5，’2 = 0，’3 = ~~ 625, 
这是抛 物线. 它的标准方程为 




2 


2v/ 5 x^ m 


在例 5.6(2) 中已求出 它的对 称轴的方程是 


方程组 


o 


即 


秦 


亦即 


解得 X 


X + 21/= 0 * 



x 2 + Axy + 4 V 2 - 2 Qx + lOi - 50 = 0 


艾+ 2夕= 0, 


m 



(X + 2 友 ） 2 — 20^ + 10 夕 

■ + : 

x + 2t/ = 0. 


■ 

xJ 


0 = 0 


ZO ^ + 1 0 J / — 50 — 0> 


x 



夕二 0 


y 



X 


l "- ”:解..: 


4 


考虑顶点右边的直线 x = 0 与抛物线有无交点，为此看方、辱 

■ 1 ■ T . J -* 

* i f V 


癱 


t 1 • 

必 + 4xy+ 4 方乂一 20^ + I0i/- 50-^, 


★ 


X 




即 


m 


riy 2 + ioj / — 50 = 0 ， 

由于第一个方程的判别式 

d = 10 2 - 4 x 4 x(- 50)>0 ， 

所以此方程有实根，从而^ = 0与抛物线有交点，因此抛物线的 
开口应当向右 # 


习 



1. 求下列二次曲线的对 称轴* 

«• 

(1) 5X 2 + 8xt/ + 5y 2 - 18X- 18j/ + 9-0i 

I 

(2) 2 xy - 4^ + 2^ - 3 = 0 j 

(3) x 2 ~ \xy + 4 夕 2 — + 6 = ()• 

2. 若 a n x 2 + 2 a l2 xy + a 22 y 2 + = 0 表示椭圆或双曲线，证 

明： 对称轴是 

a 12 0 2 -犮 2 ) — - fl 22 )^ = 0. 

3. 若方程 (5.1) 表示一条抛物线 > 证明：顶点是原点的充 
分必要条件为： 

+ ^22^2 2^x2^i^ 2 = 0» a。 = ()• 

• _ p 

4. 求曲线4^ - 5夕 2 + 2 x + 6 夕+ 1 = 0的通过点（一 4, 2) 的直 

径和它的共轭直径. 

5. 证明： 圆的任意一对共轭直径彼此垂直 • 

6 . 证明： 椭圆的任意一对共轭半径(即共轭直径上由中心 
到椭圆上一点的距离）的长度的平方和是一常数. 

7. 椭圆 f + fil 的〕一条眩在点(2，1)被等分，求出这糸弦 
的斜率， 

I 

2 2 

8 # 求双曲线^ - y = 1 的被点 (5， i ) 平分的弦与曲线的两 
个交点. 

9 . 证明： 抛物犁曲线的直径的方向一窀是它的渐近方向， 
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10. 证明：对于抛物线，沿渐近方向的每一条直线都是它的 
直径 • 

11. 证明： 对于中心型曲线，过中心且沿非渐近方向的直线 
都是它的直径， 

*12. 直接由方程的系数确定下列二次曲线的类型、形状和 
位置，幷且画图. 

0) 6-^V 十 8j/ 2 — 12X-26JZ + 11 = 0; 

(2) x 2 + 2xy + y 2 ~ 8x + 4 = Oj 

(3) 5x 2 十 8 父夕 + 5 夕 2 —18 欠一 18 夕 + 9 = 0; 

. • 

(4) 3C 2 - ixy + 4i/ 2 + 8j/ + 3 = 0 # 

_ 

*13. 求 经过点 （-2, -1)和 （0,-2), 且以直线 

_ t 

， x + i/ + l = 0, X-y + i- 0 

为对称轴的二次曲线的方程. 

*14. 设一条二次曲线$经过两条二次曲线 

x 2 + X1 /- 2P 2 + 6 欠 一 1 = 0和2欠 2 — 犮 2 — — 夕= 0 

I d 

的四个交点，幷且还经过(纟， - 2>，求$的 方程. 


§5二次曲线的切线，双曲线的渐近线 


5.1 二次曲线的切线和法线 

I* 


定义 5 .S 直 线/如 果与二次曲线$有两个重合的交点歲者 
/在 &上，则 称/是 S 的切线，；与 S 的交点称为切点, 

首先来讨论怎样求经过二次曲线&上的一点外）的切 

线 f . 设切线 i 的方向是 (/ hO , 则 i 的参数方 程是： • 

■ *- 


(X — + fit ， 


一 co<f 〈 + co # 


代入二次曲线 s 的方程 (5.1) 中，得 

- > 

■* 

+ 2[^F 1 (x 0 ^ 0 > + vF 2 (x 0 ^ 0 )Jt + F(x 0 f t/ 0 )-O, \ 

' (5.48) 



旣 M /is 5 •的切线， 因此/ 或者与 *5 •有两个重合的交点， 或者/ 
在 S 上. 在前一情形有且 f 的二次方程 （5.48) 的判 
别式幺 = 0， 由于 M 0 (：>: 0 ,y 0 ) 在 5* 上，于是 ^ 

△ = 4 [^^!(^ 0 ^ 0 ) + pF 2 ( u 。）] 2 - 抑 O , J 0 F (^} ， y 。） 

= 4[ jwF 1 ( x 0 , t / 0 ) + vF 2 ( jc 0 ^ 0 >] 2 . * 

因此 + vF 2 ix 0 , y Q ) = 0* (5.61) 

在后 一 情形，有*(#，〃）= 0,且 

^ l (^ o ^ o ) +^^2(^0^0> - 0. 

总之，过二次曲线《上的点 MoO^j/o ) 的直线/如果是^的切 


线，则 Z 的方向 (A") 应满足 (5.61). 反之，如果这样的 直线之 
的方向 (M,iO 满足(5.61)，则 il 或者在$上（当？>(只， tO = 0)，或 

者与* S 有两个重合的交点（当 KA，v) 乓0)，从而£是&的切线 • 

1 ^ * 

情形1, &(、，〜) 与^ ：%，％)不全为零，则由 ( I 5.61) 得 

■ ^ r ^ fc 

—尸 (5.62) 


因此过二次曲线&上的点的切线 i 的方程为 


•f 


0 


y 一 Vo 


^ 2(^0 ^ o ) "" AO0J0 )’ 


即 


(x - 欠 0) F ! (欠 0 ,少。〉+ ( 夕 - 》0)户2(乂0■，夕 0) = 0* (5, 610 

情形 2. ^ i ( Xo >^ o ) -尸 2 0。，夕。）= ()• 此时任一方向都 
满足(5.61)，从而过的任窜一条直线都是 S 的切线 • 
从上述讨论得到 ； 

定理 5.8 设二次曲线没的方程为 （5.1), M 0 Oc 0 , 外）是5上 
的一个点，如果尸 iO 。，：^) 与 F 2 (%， y 。) 不全为零，则过 M 。存在 


s 的唯一的一条切线，它的方程是 

K 

( 欠 -%)^\( 父 0 ，夕 0) + (^-^0>^2(^0^0) =0. 

如果 '0。，外）= F 2 ( x 。， J /。） = 0，则过 < 的 每一条 直线都4 5 
的切线. 

定义 5. 7如果过曲线 S 上的点 M Q ( x D ， y 。） 的每一条直线都 
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是 S 的切线，则称点 A 是曲线6•的奇(异）点. 

现在再来讨论怎样求过二次曲线外一点的切线 
I ，此时丨不可能整条直线在$上，因此丨必与$有两个重合的交 

点. 设丨的方向为（心〃），则它应满足 

+" 尸 adh )] 2 - … V 。 = 0. (5.64) 

因为/的方程为 

工一 y~y x 

n ― • • • • _ . — 

— ， 

/{ V 

所以对于切 线丨上 的任意-个点0,的，都有 

/^ = O — 尤 ）:0 -方 1). 

I 

不妨就取 A = x — 欠1， v 二 y - I ， 代又 （5.64) 得 

[O — x ^ F ^ x ^ y ；) + ( j /- ^)^ 2 (^1^1)] 2 

f ^ 

-fix ^ x x> y - y{)F ix^y^ = 0. (5.65) 

•- 

(5.65) 的左端是 O -〜），（#- a ) 的二次 齐次誇 项害,它可以 >分 

解成两个实系数一次因式的乘积时，便得到两条切备. 

•例 5,9 求二次曲线十及 2 -1 = 0 通过点 (0,2) 的切线 • 

解因为 F (0,2) = 3 A ，0, 所以 (0,2) 不在曲线上. 

J •■ « 

匕（0,2)= - 1， F 2 (0,2) = 2, … 

fO — 0，夕 一 2) - x 2 ^ x ( j /-2) +( 夕一 2) 2 * 


由（ 5.65 >得 



[(一 ] )(父 — 0) + 2(义 — 2)] 2 - 30 2 - x ( j / -2) + (y — 2) s ] = 0, 

. J 

2x 2 + x(p - 2) - - 2) 2 = 0. 


将左端，分解因式得 

L 2 x - (夕 - 2)][> + (夕 - 2)] = 0. 

于是得到过 (0,2) 的两条切线的方程分 别为： 

s 

2 x — y 十2 = 0和父+ 夕 一 2 = 0* 


注意在计算过程中不荽把 G _ 0) , 0/ - 2) 的栝号 去掉 . 

定义 5. 8 过曲线上一点，且垂直于过该点_线的直线称为 
曲线在这点的法线 . 
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设 MoOo，yo) 是二次曲线 5 ^ 上一点，当匕0。，少。）每 F 2 O Q ，j/ 0 ) 
不全为零时，过 AV 的切线方向是 

•_ 

_ 

从而过的法线方向是 
因此过^^的法线方 程为： 

欠一父0 y — h 

• _ _ _ ■ — — — ^* —_ • — — • . , _ I ■ ■•■■___ 

Fii x a ， Va >~ 尸 ? (工0，少0). 

5.2 双曲线的渐近线 

■ 

■ 

定义 5. 9沿渐迨方向#且与双曲线&沒有交点的直线厂称 
为双曲线及的渐 近线. 

设(叫,*^),丨=1，2,是双曲线 《的 渐近方向.邊 G 是方向 
为 (/*f，v,) 的渐近线，因为 G 与 5 * 无交点，所以 G 上任意一点 

P 

I 

从 0(*0, 办)满足方程 

-I I 

fiiFi(x ? ^ + ViF 2 Cx f yy^ 0 # ( 5 . 66 ) 

* I 

从而这就是渐近线 G 的方程. 

- .. « 

， 

因为双曲线的中心 Oi 的坐标 (A,A) 满足 

F i( 尤 1 ， 夕 1) = 0 ， 尤1 ， 友 1) = 0 ， 

♦ 

所以中心必在渐近线上.于是双曲线的渐近线也就是经过中心， 

* ■ 

且方向为渐近方向的直线 • 

最后我们指出，本章§ 3, § 4, § 5 的內容除了涉及对称轴和 

k 

法线的內容外，其余均可在仿射幽标系中进行讨论，幷且可得轉 

同样的有关结论參 


习顴 5.5 

i . 求下列二次曲线在指定点处的切线方程和法线方程. 
(1) 在椭圆 g + S = i 上的点(〜，〜) 处， 
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(2) 在双曲线^-|^ = 1上的点0 0 ，义)处； 

I 

(3) 在抛物线 f = 2 px 上的点 ( x G ， y D ) 处. 

2. 求下列二次曲线的经过所给点的切线方程. 

(1) 3 x 2 + Axy + 5 y 2 - 7 x - 8 J / - 3 = 0,点 （2,1); 

s 

(2) 5 x 2 + 7^ + j/ 2 »x + 2 i /=0, 原点； 

(3) 5 x 2 + 6 x 夕 + 5^ = 8，点 （0,2 v / j )» 

(4) 2乂 2 - xy 二 " 2 -父一 2 j/-l = 0, 点 （0,2). 

3. 求曲线 4 沪一 41 + J / 2 - 2欠+ 1 = 0 的过点 M 0 ( l ,3) 的切 
线和法线方程 • 

>4. 求下列二次曲线的切线方程，幷旦求出切点的坐标 • 

h 

(1) x 2 十 4 xy + 3夕 2 - 5 x -6 y + 3 = 0 fKj 切线平^•于 * + 4犮= 0; 

(2) x 2 + xy vy z - Z 的切线平行于 x 轴. 

5. 证明： 过二次曲线与它的一条直径的交点的切线一定平 
行于此_径的共轭方向. 

6 . 已知方程 （ +丑以+ Gj ) 2 + 2( A 2 x +丑 2 夕+ 0 2 ) = 0，其 

中 . 

■ 

a i ? 

/ : V 0， A 2 A 2 + - 0. 

A 2 B 2 \ - 

证明 ： （1) 专表示抛物线 j 

(2) 直线 + + 是它的对称轴； 

(3) 直线乂0 + 5 2 ]/ + ^ 2 = 0是过顶点的切线* 

7. 证明： 抛物线 f = 2 px 的切点为 <巧，力）的切线与 x 轴 

的交点为 （- A ,0). 

2 2 

*8. 从椭圆$ + ^=1的两个焦点&和^分别作椭圆的任 

意切线的垂线，垂足记为 A 和了 2 .证明： A 的轨迹和7 2 的轨 
迹是以原点为中心的同一个圆. 

*9, 证明 ； 两条边都与椭圆相切的直角的顶点 （％， A ) 的轨 
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迹是一 "个 圆. 

*10 .证 明： 两条边芍抛物线相切的直角的顶点位毕准鏟上， 


而连接切点的直线通过焦点. 

* n . 已知三角形: ASC ；, £是中点>抛物线与分 

I 

别在 A ， B 相切. 证明与抛物线的对称轴 平行. 

12. 求下列双曲线的渐近线，幷且求曲线在以渐近线为坐标 

I 

轴的坐标系中的方程 • 


(1) 12X 2 — 7xy- \2U 2 — 17 文 + 31 夕 一 13 = 0多 

I » • _ 


(?) 6 x 2 + 5 xy - 6^ 2 - 393T + 26J/ » 13 ^ 0 # | 

13 . 证明： 若方程( 5 .1)表示一条双曲线，则它构渐近线分 

别与方程 2 ^ n xy + = 0所代表的两条相交直线平行 • 

14. 证明： 若 a u x 2 + % 12 x 友十久 22 y 2 + fl 0 = 0表示一条双曲 

线，则它的渐近线是+ 2 a lz ^y + 

_ I 1 i. 

15. i 正明： 若方程 、 ： 

k 1 k ■* + 

AB(x 2 - j/ 2 ) - (A 2 - B 2 )xt/ = C , 

: p 「 i 

中， c^0 ? 儿与 罗不全为零，则它表示一条双曲线，#且赛出它 


的渐近线 
16. 



证明： 双曲线上的点到它的两条渐近线的距离的乘积等 


于常数. 


，17.给定方程 


+ B x y + C ^) 2 — (,A 2 x + B 2 y + C 2 ) 2 

其中 次 A - A / gp ， 证轉年表杀一条双 ft 线，幷象彔出官的渐 

近线， -，_ 


I, 





第六拿 


正交变痪和仿射兹换 


迄今为止，我们在硏究图形的性质时，采用了坐标法和向量 
法，还采用了坐标变換法 • 这些方法是解析几何中最基本的方 
法，.也是最重要的方法 • 此外，在硏究图开彡的一些轸复牵的性质 

呀赵采芦 J 种新的方法 • 譬如，试证：辨圆的任意2对共 

椭 fci 务成四块面叙相等的部分.如果用坐标法殫巫棒突 
換毕去证都比较麻，，有绞有比较简单 : 的办法来它呢 t 泰 ％ i 
的任意一对共辆 it 痉紕被 jk ： 垂直/因此 ii 是具有 i 述# M : fe . 这 

j _ ■ I , ，i _ 

促使我们设想 ，如 果有一种变換能把椭 [ K 变成圆， # i 这&种变換 


把椭圆的一对典鈪直径变成圆的一对共轭直径，而且使变換后图 

4 ■* 

形的面积与原图形的面积的比値是一个常数(对各种 图形都 
样），那末就能证明椭圆也具有上述性质.这种方法称为点变換 
法，它的要点是： 1) 通过芋面上的点变換 cr 把图形5■变成圈形 

2) 5 •与 &共同具有在这种点变換下不变的性质， 

I 

_ 

这一章就是要硏究平贈上以及空间中最常用的两种点 变換： 


正交变換和仿射变換.为此先要介绍映射的槪念. 


§ 


映 


s 

It 


1 


映射的定义和例 




笼今 ce.r :巢存 s 到集奋心的二个映射 cr 是指一个法则，它 


使都^ #中一个确定的元素 


写之 对应. 


V 称为 a 在映射 V 卞物秦，“记作 V ( a ), a 称为 V 在 cr 下的原 
S 6 L 、此 fc 射 :cr 记。 



或者记作: 



(^)y 


: 9 ai-^a 







集合 5* 到自身的映射称为々的一个变換. 

集合5 •到& 的两个映射 < r 和 t ： 称为相等，如果对于任盍 
都有 a ( fl ) = ir ( fl ). 

I 

例 6.1 定义域为 （- oo ， c »)， 函数値为实数的单値函数 y = 

/ O ) 就是实数集合及到它自身的映射.例如， i /-2*,^ = ^ 3 + ^ 

■ 

+ 1 ， y = sinx , 等等，都是及到自身的映射.怛是 j / = lnx 是正 
实数集合及 + 到实数集合及的映射. 

J 

例 6. 2集合，的一个变換 a 如果把 S 的每个元素对应到 
它自身，即， or (4 = fl ， yaes 9 则称 o - 是冴的恆等变換或域位 
变換，记作〜 • 

例 6. 3设 S 是平面上所有点组成的集合，取定一个直角坐标 


系[ 0 ;«1,«2]，给定一个 向量* 令 or 是 S 的这样 


个变 


換,它使平面上毎一个点 P ( W ) 对应到一个确定的点, 〆 ）, 
其中 、 


亦即 


f ^ x + a ? 

y’ - !/ + b. 


/ 


X 



y 


y 


(:)• 


( 6 . 1 ) 


( 6 . 1 ) 


由于向畺 PP /的 坐标为 （f 


，y 


夕）= ( a ， b ) ， 


1 所以 




这说明，变換 o * 使平 



面上每一个点 p 都沿方向〃移动了 
长为 Nr 的—段距离•称由 （6.1) 确 
定的变換 or 是由决定的平移公式 

(6 .：0称为平面上與的平移公夫，它 
在形式土与與的坐标变換中的移轴务 
式类似，但是含意却赛全 
平移公式 (6.1) 中， <>•,!/) 和 O 、 〆 ） 

是不同的两个点在同一个坐标系中的坐标；而移轴公式中, 


图 6.1 
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(X, y ) 和 ( V ， 〆 ） 是同一个点在两个不同的坐标系中的坐标， 

例 6. 4仍设 S 是平面上所有点组成的集合.在平面上取定一 
个直角坐标系令 r 是 S 的这样一个变換，它使平面 
上每一个点 POd ) 对应到一个确定的点( V ， 〆 ），其中 



( 6 . 2 ) 


这里0是一个确定的实数.我们把 （6.2) 中的系数矩阵简记作 
易看出 F 是正交矩阵，因为 


0P f | 2 = x / 2 + y /Z ^ ,y ’） 



(x，yYHT 





cos<0 P，0 = 


\ -- 

0 P .0 P f 

<Tp i I 61 p 


XX 二十 y—y f 

I oTp I 2 


x(rcos0 - j/sin0) 4 ^(xsin0 ^ j/co&0) 

x 2 + y 2 


亡 COS0 ， 

所以变換 ，使平 面上每一个点 p 都绕 0 点鱗转 0 角. 称由（6. 2 ) 
确定的变換 r 是平面绕原点的旋转，且转角为 L 公式( 6 . 2 >在形 
式上与转轴公式楞似，但是含意完全不同，请读者想 一想. 



图 6_2 

定义6,2集合$到&的映射 g 如果使不同元素的象也不 
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同，即，如果则以〜）# 〆 ％)，那末称 a 是单射乂或 1-1 

的 映辨、 ；. .■: r -> 

显然，平面上任一平移，任一绕原点的旋转都是单射;、函数 

^ ■: t ， ■ 

夕= 2 *是及到自身的单射纟两函数夕二兩以不是单射. 

定义3集合$到以的映射 a , 如果对于&中每一个元 
素 V /在 5* 中都有至少一个元素 a 使傳 or ( a ) = 〆 ， 则称 or 是满 

射<或称 o * 是#到 6" 上的映射) • 

显然，平面上任一平移，任一绕原点的旋转都是滿射 r 函数 

p 

y = W 是 i ? 到自身的 满射； 而#二2^不是/?到自身的满射，但它 
是犮到尺+的满射 • 

定义 6. 4 集合 ^ 到& 的映射 or 如果旣是单射，又是满射， 
则称 or 是双射(或称 a 是 5* 到以的 一一对应，或称0•是到 V 
上的 1-1 映射)， 


1.2 映射的乘法 


&许多问题中，我们需要相继作两次映射，为此引进下述定 


义參 

定义 6. 5 i ! Z < y ： S ^ S ^ T , S ^ S \ 相继施行映射 or 和1：， 


得到个&到5^飴映射称为 r 乘以 cr 的乘积，”记鞭 rcr . 部 

⑽⑽却 働? ' 匕 M 

注意映射 1 的乘法与次#有关，有可^能 ra #意义，牾备 brr 无 


意义；即使^和 ra 都有意义，也有可能 ar ^ ircr . 这就是说，映 
射的乘法不适合交換律. 

例 6. 5设 cr 是平面绕原点的施转，转角为0;设 r 是由《； 

- \ 」 

决定的平移， C 的坐标右0彳)|求 ( Tt 和 ircr . 

解在给定的直角坐标系中， cr 的公武是 

^^ = f cos0 ~ sill9 \( X ). 

\ j / / Vsin 0 COS 0 A \ y / 


T 的公式是 


T 


<r 


设 P{ x t j /)^ 卜 P ’（ x ’ ，则 cn ： 的公式为 


cos0 - sin0\ /x f/ 


即 


V 


sin 0 


cos@ 



夕 // 


COS0 

l 

sin 0 


sin9 

cosO 



X 


V 


y 


i 


+ ^)cos^ — (j/ f fj)siuO, 

■•i 

(x ¥ a)sinO + b)cosQ• 


(6.3) 


€T 


T 


设 ）1 〜则 rcr 的公式为 


y 



y 


cos0 — sin0\ / x 


sinO 


cos9/\ y 





即 



y 


xcos0 — ysinO 


xsin0 4 - ycosQ + b• 


(6.4) 


比较 （6.3) 和 （6.4) 知， oT ^ rra . 


定理 6.1 映射的乘法适合结合律，即设 


a. x.S 


/ 


S n % ip t S f/ ^S 


则 


因此 

从而 


^( rcr ) - (^ r ) a # 

证明显然等式两边都是 《到 S 〃的映射.任有 

^(rcr)](a) ^ ^[(ra)(a)J = 0(r(a(a))) ? 

«• 

(^r)a](a) = (^)(cr(a))= 少 (T(cr(a))) t 

[ Kra )]( a )= [(扣 Wa )， 

p r 

I 

护 （ m )= (妒 r)a ， 


1.3 可迪映射和逆映射 


t 


定义 6. S 设 


S — S 、 如果存在 


S 


A 使得 


ra = e 




ar = 


则称映射 ^ 是可逆的，此时称 r 是的逆映射 


如果 a 是可邀的，则它的逆映財是唯一的，这是因为联如 r 
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和 r l 都是 a 的逆映射，则有 

r^r = ( r x cr)r = e s t - z y 

r^or =： r/ar) = r〆 。 = z x f 

从而 r = r u 把 or 的唯一的逆映射记作 or - 1 . 

定理 6.2 设 (7 是《到&的映射，则 a 是可逆的充分必要 
条件为 a 是双射. * 

证明必要性.若^是可逆的，则有逆映射存在，使得 

I 

oa~ x = s s , , a~ l a = s St 

如果对于1 = 1,2,有以〜）= cr ( fl 2 )， 则得 

a - 1 ( o ， ( ai )) = o '~ 1 (<7(< l 2 )), 

从而得 ( C 7^ a )( fll ) = ( a ^ cj )( a 2 ), lip E s Ca 1 ) = € s ia ^ ^) ^ 于是 
fli = a 2 . 这说明 a 是单射. 

任 〆 65"’，令 a = 口- 1 ^’），则有 

cr ( a ) - a ( cr ~ 1 ( a / )) = ( era -1 )( a ’) = e s , ( a r ) = a r , 

所以 or 是满射，从而 ( T 是双射. 

-^ 

充 分性. 设 a 是双射，任取则存在唯一的心 
使得 a ( fl ) = a '. 于是可以定义 

r : a / i — 

▲ 

其中 《 滿足显然 r 是以到汉的映射，幷且有 Y 

ar ( a / ) = a ( a ) = a ; / \j a f & S f ， 

■ (• . 

因此 ， aT = e s ，•’ 

任夕，记 a ( a ) = V ，则有 

ra ( a ) = r ( a f ) = a , 

因此， T 0 r = s s . 从而 or 是可逆的购射. 

例 6.6 设0■是手面6二不点变換，它的公式是 

rx f =2x i-y + 5, J 

1 夕’ + 7 . 

求 汀的 逆变換 or " 1 . 

m 若 a 把点 p ( w ) 对应到点 p / o ' 〆 ）， 则应把点 

m 


对应到点 PO , y )， 因此为了得到0^的公式，只荽从 
< y 的公式中反解出 x ， y •• 



3/2,1 


为了统一起见，对于毎一个变換的公式，都把原象的坐标写成 
( X , I /) 9 把象的坐标写成( V ， 〆 ），因此的公式为* 

h 



习 S B.1 

1. 设 a 是全体实数组成的集合，判别下列对应法则是否为 
夂到自身的映射？是否单射？是否满射？ 

( 1 ) XI-^X 2 f ( 2 ) 


(3) xi^>2x + 1 j (4) x^x 2 - x ; 

(5) x !— 2:; (6) xh-^lnx ； 

-i ： 

(7) xh-^cosxj (8) ^ xh^tgx^ % 

2. 设 & 表示平面上所有点组成的集合，〖是年面上一条 K 
线，把平面上每一 个点、 PCx ， sO 对应到它关 于/的 对称点 

力， 这是& 的一个变換，称它是平面对于直线 I 的反 
射 ，称 i 是反 射轴. 求平面对于1軸的反财的公式* 

: 3. 求出平面对于直线 y = x 的反射公式 • f 

4 •设平两上直线 i 的方程为 Ax + By ^ C ^0 9 求平商对于 
直线/的反射的 公式. 「 

. | •* _ I _ _ — 

. s - • 1 fc / r 丨 

5. 设是平面上两条平行直线，而 h ， T 2 分别是平面对 

•— I 

于直线^ ，匕的 反射，证明：是一个平移 & 

* p. - 

6. 设 a 是平面的点变換， c 的公式为 
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问：点 (1,0), ( — 1,1〉分别变成什么点？直线 x + y -2 = 0 变成什 
么图形？ 

7. 给了平面的两个点变 換心和 心，它们的公式分別是 

r 欠 ’=2 欠 + 夕 + 5 ， r X 7 = 2x-3j/H-4, 

又 y f — 3^ ~ i/ + 7 ； i y / — — x ^ 2y 一 5 • 

求〜〜和(7 2 〜的公式 • 

8 . 求平面的下列点变換的逆变換. 

■ 



'x f = 2 x + 3 j/- 7 , 

( 2 ) \ 1 、 : : :t 

I〆 二 3 乂 + 5i/ - 9. 、 

9 .在直角姬标系 [0 ; e ,， e 2 ] 中，求出平面绕点(%，外)旋转 
0 角的变換公式 • 

10. 设 S -^ S ; ^ r ； •征 明：若 <7和 r 都是单（满) 

射，则也释单 《满) 、 


■M ，； 


h 


!§ t 平 fc 的; E 交变换 

-r V ， 、■ ■ ■ ■ ■ -■ 

H 屏突変換的定义和例 


■ • ^a, 

It I S 

i 人 - 


t 


谏 


从 § 1 及其习題 6; i 呻, '我的 介绍 T 丰面的至神货变 換：芊 
m 反射.'它平面直濟坐标系中的公式宥 a 个共同的 

特点，即系数矩阵都是正交矩阵.本节我们就来#婕真有迭个# 


定义 6. 7平面的一个点变換 cr ， 如枭它在一个 fe 角坐标系中 


的公式为 




其中系数矩阵 



是正交矩阵，则称 C 是平面的正交（点) 变換. 

这个定义与直角坐标系的选择无关，这是因为如果 a 在直角 

■ 

坐标系 I 中的公戎为 （6, 5)，设直角坐标系 I 到 n 的过渡矩阵 

h 

是 t ， n 的原点的 I 坐标为(々，〜)，则 I 到 n 的点的坐标变換 


公式为 



其中（宏，穿）表示点的 n 坐标 • 用 （6.6) 代入 （6.5) 中得 

h 


整理得 






T 




Mw 1 

y 


-X 



a 


2 


^0 


* 


^4 



(6.7) 


( 6 . 7 ) 就是 or 在坐标系II中的公式，其中系数矩阵是 ^A 7 V 由 
于: A 和: T •輕是正交雉陣,因:此 r-M：T 仍是:正交矩_这说明，若 or 

在某一个直角坐标系中的公式飭系數矩阵是主交衡阵，财它在 
在何-^个_生 鉍莱 本的公式的系数矩阵也瘙正熒矩阵 i : 

由定义 6.7^1, 平移，擁转，反射都是正交婆換. 

r 、 ■ ( , v > N 

r y % ^ ■ t , : 、， 

v r- %- 

2.2 正交变換的性质 

* -p*- 


定理 6*3 


正交变換保持点之间的距离本变 



M 



证明设 cr 是正交变換，它在一个直角坐标系中的公式是 
<6.5). 平面上任取两点它们在 o * 下的象 

是 Pi «，夕 i / S (4 ，夕^)，则 



因此 


从而有 







(， x 2 - x i > yz - 


x z — X 


y %- y \ 


o 2 〜 〜，夕 2 — 少1)丑 


1 — X 


Vz - Vx 


(x 2 — X/+ (HO 2 二 |^!^ 2 | 2 * 


所以、 | ^1^/2 I — 1尸1产2“ .： ： 

定理 e . 3 埃明，点之润的距离是 ® 交变換的不突 #， v 窳 是率 
交变換的最简频風最基本的不变毛 . ,」: r I r 卜以 

由 If 交隼阵的性质容易释到 k 奥交变 換的*积痒;是 | 正脔变 
換，恒‘变撣是正交变換?正交变換是可瓣的 ? 幷且它__变換 
仍是正交变換. 

正交变換还有以¥性赓： " 


(1) 正交变換把直线变成直线. 

I 


邠2 



证明设 G 是正交变換，它的公式为（6,5)_令 


则 （6.5) 可写成 



a f = Aa + a 0# 





平面上任取一条直线 i : n + 4 + c = 令 j5 〜 （a/)， 则 
Z 的方程可写成 


即 


P £ a + e = 0 # 

由（6.5)’得 a - a 。）， 代入 （6 j ) 中，得 

j8‘A—Ya’ 一 a 0 ) + c = G ， 


( 6 . 8 ) 


P A— 1 a ’ + c — f A — 1 a 0 = ()• (6.9) 

假如则得 f =0,即， a^b = Q , 矛盾•因此 (6.9) 
是，， y 的一次方程，从而 （6.9) 表示一条直线上述说明， 

•■ • •争 

直线/上任一点在 cr 下的象必在直线 r 上，反之，由于把公式 

■ 4 

(6.5 Y 代入方程 （6.9) 中就得到方程 （6. 8)，这说明直线 V 上的 

1 + 


毎一个点在下的原象都在直线 /上. 因此 a 把直线 Z 变成直线 


I • 

(2) 正交变換把线段变成线段，幷且保持线段的分比不变. 

r 

•- a 

证明设正交变換^把点分别变则线段 
上任一点 M 的象 M " 在直线上，又由于 or 保持点之间的距离 

L - 

不变，因此 


| 戶二 | 尸 M |， \qrbv | ^ |QM；[> 

从而 M / 在线段尸 W 上.反之，同理，线段上的任 t 点 

， » r 

的原象 W 必在线段 iX ? 上.所以 GT 把线段变成线段 

P ; Q\ 

设点 Af 是线段的^分点，使得 

h 

• ' i. 

\PM\ 

(MQy = A ， 

m 
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则 M 在 cr 下的象在线段上，从而，是的內分点, 

^ I • ■ 

且 


\P^M f | \PM\ 

\M^Q f I = \MQ\ 

I 

. 若点 w 是线段 PQ 的外分点，类似地可证得结论. 

(3) 正交变換把手行直线变成平行直线. « ； 

J ^ H 

证明设乙/匕.设正交货換 or 把 V 变成直线弋， f := l ,2. 

■ 

假如 G 与 G 交于从 7 ，则从/的唯一的原象 A / 旣在 G 上，又在& 
上，这与矛堉.所以 G // G . 

(4) 平面的-个正突点变換 C 7 引起了平面的一个向量变換 flf 
(指平面上所有向量组成的集合及的变換 ）• 

证明 平面上取定一个直角坐标系，设 a 是正交点变換，它 


的公式是（6‘.5)*考虑平面上任 - r 向量 m ( u ，*0，. 取有向线段 

贫表示 ni ， ' 其中 P ， <2的坐标分别是 ( h ( x 2, j / 2 ), 则 u = \ 
一為， t /= 外 二 y u 设 or 把 P，Q 分别变成 P，w f r v y f Q r < x f 2 ，以 >, 
阑由 (6.5)# ⑺ ' 、 ； * ， 



这说明，的坐标 (4 - 4，火 - W ) K 与0•和向量 m 有关，而 
与 m 的有尚 钱段表 亲中起点的选择无关 ： •因此可以规定集奋及里 
的一个对应法则 A 它把 m 对应到;，即 .一 

V - - ^ 

^( m ) & iPQy ：- P \ Q ^ 9 \ 

由于上述议论知 9* 是及的一个变換 . 

如枭用（ V ， 〆 ）表示 FOy 的坐标，则由 （6,10) 得到 

I 


2 Q 4 



( 6 . 11 ) 






(641) 就是 ^ 的公式，其中系数矩阵正好是原来正交点变換 a 
的公式 (6.5) 中的系数矩阵 A. 我们把公式中系数矩阵为; iE 两矩 
阵的向量变渙称为 正交向 置变換..于是由上述知，正 交点# 換^引 

起一个正交向量变換 er 4 今后在谈到正交(点)变換 cr 在向量上的 

: -■ " /- : ■ ■ ■ 

作用时，辑的就是 C 引起的向量变換 f 在该向單上的作用 
(5) 正交变換还具有以下 性质： / 4 

- - - , 垆■存 ■ 

1) 保持肉量的加法，即， S , ( m 1 + m 2 ) = ff ( m r ) H - 

2) 保持向量的数乘， HP ，^( Ani )- Aflr ( ni ), 

里 

3) 保持向量的內积不变，即，^(«1> - ff ( m 2 ) = m x • m 2 ； 

r + * . 


4) 保持向量的长度不变，即， |^(m)| = |m|, 


5) 保持向量的夹角不变，即， <o s (m 1 ),flr(m 2 )> = <m lr m 2 > # 
证明 h： 正交向量变換汉在直角坐标系中的公式是 （6.11). 

I 

设 m f 的坐标是 Oi，"i)，^(«i ) 的坐标是« 〆）， t’=l,2V 设 
泛（/|1 1 + #11 2 )的坐标是<«’，1；’），]^ - " 





u 


A 


A 


% + v 2 











因此 


ff(m 1 + m 2 ) = +<r(m^)^ : i 


f 奥似可 iM 
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= u x u t + v x v z - m x 



由于保持向量的內积不变，从而它保持向量的长度不变， 
也保持向量的夹角不变. 

定理 6. 4正交变換把任意一个直角标架 I 变成一个直角 
标架（记作 n >，幷且任一点 p 的 I 坐标等于它的象的 n 坐标. 
证明设 c 把 I 的原点0变成0人把 I 的基向量 力变成 
= 因为 <7保持向量的长度且保持向量的夹角不变，所以 
<仍为卓位向量，<与<仍垂直，从而 n [ o ';« K ] 也是一个直 
角标架. 

设 p 的] :坐标是 Od ), 设戶在^下的象为/>/，因为 

p . 

―- 、 

0 / P f = 以 OP ) 二 cr(xe x + j/e 2 ) 

I 

p 

1 ■:, 

— 1 欠泛 （ e】） + J/c^(^2) ™ 1 + i/£29 - 

所 以尸的 n 坐标是 （ uo . 

: ■■ 

推论 6.1 正交变換 CT 被它在一个直角标架上的作用所确 

' 丨 

定， 

证明因为只要知道了 or 把一个直角标架 I 变成直角标架 

I 

s • 

n , 则平面上每一个点尸在 a 下的象尸也就确 定了： p 的 11 坐 
标等于 p 的 I 坐标. 

由推论 6.1 知，若两个正交变換 CT 和 r 在一个直角标架上的 
作用一样，则°■和 r 相等. 

定理 6.5 平面正交变換或者是平移，或者是绕平面上十 
点的旋转，或者是对于平面上一条直线的反射，或者是它们之间 
的乘积. 

证明设7是平面的一个正交变換,取一个直角标架 
ICO, e 1 ? e 2 ], 设 or 把 I 变成 

作由 g 决定的平移它把 I 变成 [(?' ; ei ，《 2 ]; 再作绕点 O' 
的旋转 r 2 ，使转到《彳上，此时七，々]变成 [0 S «〗 ,«|]j 
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舍 = e ’ 2 ， 则 ^2^itG I 壶成 tt ，从 i = (Tj 若 4 = *~ 4 ， 
则再作对于直线；（它经过点 os 方向为<)的反射 r 3 , 此时 q 
把 [ osm ' i ] 变成 [ o / fK ]， 因此1： 3 1： 2 1： 1 把 I 变成 n ， 从而 


a = t 1# 

平移，旋转以及它们的乘积称为刚体 运动. 

定理 6. 6若正交变換 a 把直角标架 I [0 ; ei ，心]变成直角标 

I j 

架 new 则 a 在 I 中的公式为 



其中，系数矩阵 a 正好是 I 到 n 的过渡矩阵，（％，％)是 n 的原 
点以的 I 坐标. 

证明 设 a 把点尸变成 p ', 设/ > 和/ ?/ 的1坐标分 ，是 (\夕) 
和( V , 〆 ）.由定理 6.4 知， P 的 II 坐标等于 P 的 I ‘标 ( x ， y ). 
设 I 到 n 的过渡矩阵为 A ,设 II 的原点~的 I 坐标为 (％， y 0 ), 
则对 P 点用坐标变換公式得 



这个公式同时又表明了 P 的 I 姬标与象 p /的 I 坐标 ( V ， 

〆 ）之间的关系，因此这就是在 I 中的公式， 

- ■ - ' . 


习题 6.2 


..• J * 

1 P 


_ 


判断下述平面的点变換是否为正交鸾換？幷旦求它的不 


动点 





~^y + 1 ? 


5 


X + yy — 2* 


2. 在平面的点变換 
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- ~ + 3 ， 



•«■■■■■ it 1 f 

T , 直线 x + y -2 = Qi 成什么 E 线？ 

3. 若把曲线 = W 绕原转 45°, 求新的 

4. 给了正交变換 a 在直角^标系 I 中的公式^ 



若作直角坐砝变換 









求 cr 在新坐标系中的公式. 

5. 平面的正变楱气若 ★ 两个枣动点巧，0， 、 j ] E 线: 

每个点都是 or 的不劫点•卜卜 At ” 


6. 设^和、分别是平甲对获直辦 G 和； 2 的反射，设匕与^交 
于0点，且夹角为0，证昀绕0点的旋转，转角为2^ 


7^设平®尚1变換^晶务夹墓 




x f = xco&O — ysin0 + a 9 

• •* 

^ :- 

■ 

， 

y ; = jtsind + yco v s0 + b m 


证明： 当 0 时， a 是绕一个定点的旋转 • 

.8. 求满足下列条件的龙交变換的公式：绕原点旋转角度 



兀，又要使点从 0 (0,1)变成(了 2十- 1 -，2)， 


2€8 



^ 9 . 


设正交变換 c 把右手直龟标架 I COaa ] 变成 


n ：0^ <，<]，设 ejij < 的转角为0， CK 的 I 坐标是 < A , y 6 ) 
证明： 若 n 为右手系，则 a 的公式为 


y 


xqosO -r t/Bin9 - x 0 , 

I 

xsinB + ycosB + j/ 0 j 


舍也为左手系，则 打的 公式为 


xcos0 十 ysin0 十 x 


o 


y 


xsin0 — ycokB + t/ 0m 


:. 10； 珀交变換 a 的公式中若系数矩阵 A 的行列式等于+ 1， 
畋称 a 是 第一类疋交变 换；若 | A | = - 1，则抹 a 是 第二类正交 
爹 》• I 正明：刚体运动是讀 一 类正交变換；刚体运动耜一个反射 


的粂积是第二类正交变換 • 

11,判断下列变換甚否为平面对于一直线的反射，若是反射， 
则 i 出 k 射軸 .. 




CD 




[y 


xcos2^ + j/sin20, 
xsia 20 — 


m 


2 


.V) 




* 


-i ^ 


V A ' 




乎面的仿射变换 


• i 仿射变換的定义和例 

! 

定义 S .8 平面的一个^变換 r ， 如果它在一个仿射坐标系中 


的公式为 




1 ■ 


/ 


12 





y 


0 


乂、 ■ *，，•《， 

加 ：' ‘V 

/、 〆 l ■ 

( 6 . 12 ) 




J 


? q 9 


其中系数矩 陈 乂 = (Ai) 是非奇异的（即 I 4与0)，则称 r 是平面 

的仿射(点) 变換 • 。 

这个定义与仿射坐标系的选择无关.其理由类似于正交变換 
的定义与直角坐标系的选择无关的理由. 

由于直角坐标系也是一种仿射坐标系，且正交矩阵是非奇异 
的，因此正交变換都是仿射变換，但是仿射变換比正交变換專广 


泛，看下面的例子_ 



0 





m 6.3 


例 6. 7平面向着直线 
I 的压缩(拉伸\设 I 的方 


向为4，在 i 上取一点0， 
建立仿射坐标系〔0,,4^ 

資中 e 是事先给索羼一个务 

■ ■ 

向 •.. 

设 O ， i 0 是平面上任一 

•• ^ 


点 P 的坐标，规定平面的一个点变換 h 它把户点对应到点， 


(X’，〆），使得 




y ’ : ky ， 


(6.13) 


其中&是正的常数(与点 P 无关），则称'是平面沿方向 e 向着直 
线 f 的压缩(拉伸)，称# C 是压缩(拉伸)系数， 0<#C <1 时，是座 


缩； &>1 时，是拉伸； & = 1 时，是恒等变換. 若方向 •丄 I ， 则称 
T 是正1玉缩(拉伸)，鲔称为压縮(拉伸). 、若 e 与 I 不垂直，则称 
r 是斜压缩（拉伸）.-于公式 （6.13) 中系数矩阵 


/ I 

'0 

■ ■ ■ i - V 、 

是胙奇异的，因此 r 是仿射变換 • m 是当&弇1时，显然它不考 p 
交变換 • 

「 在习题 6 .3中还将介绍体射变換的其他例子：同位相似，相 
似，错切等， 
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3.2 仿射变換的性廣 

由于非奇异矩阵一定是可逆矩阵，于是由可逆矩阵的性貭容 
易得到：仿射变換的乘积仍是仿射变換；恒等变換是货射变換； 
仿射变換是可逆的，幷且它的逆变換也是仿射变 
仿射变換还有以下性质： 

1) 仿射变換把直线变成直线. . 

2) 仿射变換把平行直线变成平行直线. 

这两条性质的证明与正交变換的相应性质的证明类似^ 

通常在仿射变換下，点之间的距离是会改变的，因此它不是 
一般仿射变換的不 变量. 

A 

s 

由于仿射变換把直线变成直线，因此它把共线的三点变成共 
线的三点.又由于仿射变換的逆变換仍是仿射变換，所以仿射变 

a 

換把不共线的三点变成不共线的三点. 

定义 6 . 9 是共线的三点，在此疼线上取苹 一个早 

位向 量*， ^ = 则輙 A 桌线段 Afl 的#数长，鮝用 Ai 

AQ 

表示线段 AS 的代数长/称^为共线三点 A ,5,(7 的商单比値， 


记作 （A,C,B)， 即 




AB 

山 U !■* P 1 ■ 

BC 


定理 S .7 仿射变換保持典线 H 点的简单此値不变. 

证明、设^是仿射变換 • 任取平面上共线三点取 

扇 _ 

它们所在的直线为 ，轴， 建立一个直角坐标系.设的横 
坐标分别为•设 j 把分別变成 a / %则/， 

泰 - -■ ■ v 

仍共线. 

S 

作一个正交变換 cr , 使得 A / ， C / 所在的直线成 X 轴,其 

中，分别变成•垛的横坐标分别为 

■ .V* . . . 〜 "V_ 

■ r I 




设 ar 的公式为 


x 


b 


b 


x 



y 


@22 八 y 


(6.14) 


因为 or 把分别变成 f 、因此有 


b 



0 


矜 21 


b 


0 


b 


1，2,3. 


于是得 



+ 分1， ^ * 1 f 2 , 3 


从而 


X 2 一 C^11^2 + 办 1) 一 C^ll^l + 办 1) 

■ ■ ^Hi_ H-l— _ ■ ■ | . .一 —• 1A^. ■■— ■ •• • — —| ■ M™ — ■ ■ m r~ ■! I 

B H C (f ^ x% « x% ^ (^^ $ + b{) ^ {b^ + b x ^ 




x z 


AB 

■.I _ 

4 -. — ,. 

BC 


因为正麥变換屢 ft 持绎段 te 分埤不变，所以 

I ■ * - - . it .. -. * - - • • 


t* 


A n B ^ 

W 1 F 


A r B 

B r C 


由此得到 


A f B 


B / C / 


AB 

BC 


即 


( A 、 C ，） 二 ( A #， B ). 

共线三点的筒单比値是仿射变換的最简单且最釜本#不变 


量. <> L，G,B) 实际上就是点 S 分线段 AC 的分比，从耑# 


推论 6.2 仿射变換把线段变成线段，幷且保持线彘的分庇 


不变 


与正交点变換&起卒面的^个向量变換类似，仿射点变換 
也引起平面的一个向董变換％幷且如果 t 的公式:是《6.12：),则 
T 的公式是 - 
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21 


22 


V 


C6.15) 


其中是芊面上任一向量 m 的坐标， （ V ，）是 f ( m ) 的坐标, 
系数矩阵是非奇异的，这样的向量变換^称为仿射向置变換. 

p t 

今后我们在谈到仿射（点)变換 r 在向量上的作用时，指的就 
是 r 引起的向量 变換？ 在该向量上的作用. 

与正交向量变換类似，仿射向量变換保持向量的加誇和向量 
的数乘. 

, 

定理 6. 8仿射变換 r 把任意一个仿射标架 I 变成一个仿射 
标架(记作 n ) ，幷且任一点 p 的 I .坐标等于它的象 p 的 n m % 
证明设 I 的原点0在 r 下的象为 OS I 的基向量〜在 〒下 

的象为 0=1,2. 设力=&，设4在 7 下的象为¥，贝1| 

*< =J ^( c i) =0 / A r if i ~ 1 ,2, 

因为0三点不共线，所以 CK 三点也不典线，从而 
n [o' 〆 > 2 ]也是一个仿射标架 

设 P 的 I 生标是 （ w >， 即万？+ !1赶2, 两边用 f 作用 

I 

得， O r P , 二 xe; +#纟,所以 t 的 E 华标为 (w). 

定理 6.9 平面上任给两组不共线的三个 点： A / 2 , A 和 
HB Z , 则存在唯一的仿射变換把4变成沃 ， r = 1,2,3. 

I 

证明因为八，皂， 3 不共线，所以 U ] 是 

J 

仿射标架.同理 b ^ b 3 2 也是仿射标架，设 I 到][的 

I 

过渡矩阵是/， 设仏的 I 坐标是(^。，心). 

在平面上建立一个对应法则 r ， 它把任一点 p 对应到点尸％ 
其中 p 的 n 坐标等于 p 的 I 坐标 （ tio . 设 p 的 I 坐标为 
OW )， 对尸用仿射坐标变換公式得 



这个公式同时也表明了 P 的 I 坐标与它的象 /^的 I 绝标之间的关 
系，因此这就是 r 在 I 中的公式，由于系数矩阵 A 非奇异，所以 t 
是仿射变換.由于4的 I 坐标 与坧的 n 坐标相同，所以 

t (A) ^ i = l ， 2,3. 

关于唯一性.假如还有一个仿射变換口把变成％， 1-1, 

_ 

2,3,则 or 把仿射标架 I 变成仿射标架 n ， 从而任一点 P 的 I 与么 

h 

标等于(7(?)的11坐标，于是 or ( P ) = r ( P )， 所以 a = r . 

推论 B .3 平面上任给两个仿射标架 I 和 n ， 则存在唯一的 
仿射变換把标架 I 变成标架 n . _ 


3.3 仿射变換的变积系数 

% ■ 

I 

正交变換保持点之间的距离不变，保持向量之间的奂角不 


变，从而保持图形的面积不变.而一般的仿射变換会改变点之间 
的距离，也会改变向量之间的夹角，也会改变图形的面积.本小 
节来讨论仿射变換改变图形面积的规律_ 

设在平面上规定了一个定向，它用单位法向暈《作表 ，用 
(«，&)表示以为邻边幷且边界的环行方向为•到，的旋转方 

h 

向的定向平行四边形的定向面积，由 （1.26) 得 

I 

I 

a x b = (a f b)e m 

■ 

_ , _ 

定理 6.10 设仿射变換^在仿射标架 l [0; f 2 ] 中的公式为 

■i K 



対于仟意不共线的向量设= V ， 





win 

(6.16) 


证明由于 r 是仿射变換，因此它把仿射标架 I 变成仿射标 


架 n[V;eK], 由 7 在 I 中的公式 (6.15) 可算出< 的 I 坐标是 

!• *1 

a 

■ 

u 

C^n , ^ 21 ) 5 4 的 I 坐是，％ 2 ) . 
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设的 I 坐标分别为，则 V，/ 的11 坐标分 
别为在坐餘系 I中计算得 

二 （A w 2 ) x (u 2 e x + y 2 e 2 ) 


w 2 


% 


V 2 


Oi xe 2 \ 


因为 a xb ^ (a ,&)e ， 



(e lf e 2 )e , 所以 


(«，6) 


O 卜雩 2). 


(6.17) 


公式 (6.17> 对于平面上任薏尙量《， 6 均成立，特别地对于 ei，< 

_ 

. ? 

也成立，因此有 


(«) 


21 


22 


(〜，《 2 ). 


同样的 道理，在 n 中计 算得 


( a ’，6’） 


1 ， e V ). 


因此 


，» («) 

(a, 6 厂 («!,e 2 ) 





Hx 


易知如果仿射变換 r 在仿射坐标系I中的公式的系数矩阵为 

八， i| 末 r 在仿辦坐桥系 n 中的公式的系数矩阵为 h -^ ah 9 其中 

好是 f 到 n 的 ii 渡矩阵.因为 

\H^AH\ ^ \H- l \\A \ |//| ^ \H\~ l \A\\H] 

= \ A \>, ， 

所以仿射变換 r 的公式中的系数矩阵的行列式与仿射标架的选择 

_ ^ 1 

无关 • / : 

定义 6 J 0 仿射变換 r 的公式申的 ^ 数矩阵的行列式称为 r 
的行列式，记作如果夂>0,则称 T 是第一类的^如果 A 
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<0, 则称 r 是第二类的 • ， 

定理 6. 10表明，仿射变換 t 按照同一个比値 A 来改变所有 
平行四边形的定向面积，不仅如此，还有 ^ 

推论 S .4 若平面上任一有面积的区域 D 经过仿射变換 r 变 
成区域则有 * 

: = \ d 7 [ , _ f (6:18) 

共中，心分别表示 W P 的面积. 

证明用两组平行线分卑区;由于仿辦变換把平行线变 
成平行线，因竑相应地有 R 组平 衿线 分割用表罕详 

D ( D ') 內的所有平行四进形面积的 总和； 用 S〆 ％) 峩 示至本％ 
DOCK ) 有一个公共点的平行四边形的面积的总和，则有 




- o/ 

2 ? 




^ S x \ d T \, S ^ S z \ d r \, 代入(6.19)找 

1 l Dr ^*^2 1 1 » 

山于用两组平行线无限细分区域时，有 
所以在 （6.20) 取极限得 


( 6 . 20 ) 


即得 


^ D I ^ r I D f I ^ T [ 


. 推辦 .:4 枰明，輕榼，璋 ㈣ 一个岑磕吣輿4考魯上埂 

表•(有而积的)图形的商轵，因 in/ffiil 必 I 称为仿射 爹構？ 

* i 」 ■ ■■■■_■， 

数 • 


习題 S .3 




f * * i . 

彔下碰仿蠢豉換 b 木鉍赢 


H 


lx -!/ 









■ 

；I 


:. 1 乂: ，K 


2x + 3y + Z^ 


m 


2. 没在平面上一个仿射坐标系 [0 ; A ，《 2 ]里，给了点 

乂（一1，0)， 5(0, -1)， C (一3，1)和 A'(2,l)，B，（-l,3),. 
C’（- 2 ,4), 

0) 求把点 O，A(l，0) ，£ 2 (0，1)分别变成4,5,07的仿射变換 
公式； 

(2) 求把点0,尽，£ 2 分別变成 A'f 的仿射变換公式； 

(3) 求把点 A ， B，C 分别变成+的仿射变換公式. 

3. 求把三条 直线： 欠= 0 ， x — 夕=0，丨=1依次变成 M -2 夕 
— 3 = 0，乂 一 1 = 0， 4*^ ~ y ~ 9 ― 0 | i ' j 仿射变■換的公式 • 


4. 证明：仿射变換 

\x f — x cosO 



y 


a 


xsinO +- ycosO 


把椭圆 j + g = l 变成它自身，但是当 0 吋，此椭圆上沒 
有不动点. 

5. 给了仿射变換 r : 

f X’ 二 — 十 ?,y - 1 , 

1 夕 7 二 4 欠一夕十 3; 

如果作仿射坐标变 換： 

(X - 2 x - y + A , 

™ 3^ a - 2 歹 + 5 ， 

求^在新坐标系中的公式. . 

G . 如果一条直线与它在仿射变換 r 下的象重合，则称这条 
直线为 r 的不变直线.求下述仿射变換的不变直线* 

(X f = 7 x-y + l, 

^ Ax + 2y + A. 

7, 设仿财变換 r 在仿射坐标系 I 中的公式为 


Z 11 


rx f zz x+ 2 少， 

It/ 7 4^c + 3^. 

(1) 求 r 的不变直线； 

(2) 以 r 的两条不变直线为新坐标轴，求 T 在新的仿射坐标 
系中的公式. 

8. 证明： 如果一个仿射变換有两个不动点和 M 2 ，则 
直线 M , M 2 上的每个点在这仿射变換下不变. 

9. 设0是平面上一个定点，平面上一个点变換 r 如果把0 
保持不变，幷且使平面上任一点从变成它们满足 

OW =h ： OM, 


其中&为正的常数，则称 r 是同位相似(或位似），称0为位似中 
心，称&为位似系数. 

(1) 适当选取坐标系，求出位似 r 的 公式； 

(2) 证明位似是仿射变換； 

(3) 证明位似保持角度不变； 

(4) 证明位似可以分解成某两个压缩的乘积. " 

10. 将仿射变換 

cx f = ax 9 
\t/ / = 2y 

分解成一个压缩和一个位似的乘积， 

11. 平面的一个点变換 r , 如果使得对应线段的长度之比为 

n 

一个正常数&，则称 r 为相似，称 fc 为相似系数. 

(1) 证明相似保持角度不变； 

(2) 证明相似是仿射变換； 

(3) 写出相似在一个直角坐标系中的 公式； 

(4) 证明相似可以分解成一个正交变換与一个位似的乘积； 

(5) 证明相似保持任意两条线段的比値不变. 

12. 设平面的一个仿射变換？使直线丨上的每一点都不变， 

. { ^ * 1 \ 
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设 r 把 A /分 別变到 证明： 

(1) 直线 AS 与或者同时卒行于 Z ，或者相交于 f 上 

一点； 

(2) 直线 AA / 与彼此 平行. 

13. 对于第12题中的 t ， 假如有一个点 M 和它的象点的 

I 

连线 MM /// Z , 这时称 r 为错 切， 称丨为錯 切轴， 证明： 在适当 
选取的仿射坐标系里，错切的公式是 

( X f -x + ay ， 

^ y f - y , 

幷且证明错切不改变图形的面积. 

14. 证明： 不是错切的保持一直线£上每个点都不变的仿射 
变換是一个斜压缩，或者是一个斜压缩与一个反射的乘积. 

15. 求保留两点不变的平面仿射变換 
公式. 

16. 设在平面上给了两个三角形和 DSF ， 问有几个仿 
射变換把 △ AflC 变成 ADEF ? 

17. 证明 ：平面 上任给两个直角标架 I 和 n , 都存在唯一的正 
交变換把 I 变成 n . 

18. 设八兑丑(7的力5,丑(7边长分别为10<5111,60111， ^/ABC - 
30°，设仿射变換 

( X f = 2乂 +夕+ 1， 

\ y f - X - Ay ^2 

把 A , B , C 分别变成 ， C / ，求 AAj / C / 的面积. 

S 

§4图形的度量性质和仿射性质 

本貪开头曾指出，硏究图形性质可以采用点变換法， B 卩，作 
一个点变換，把一个图形 C 变成另一个较简单的图形所谓 
一个点变換0■把图形 C 变成,是指 C 7 引起了 C ( 作为点的集合) 
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到点的集合）的--个双射.如果 cr 把图形 C 变成 CS 则 C 和 
就共同具有在 a 下不变的那些性质.为此本节来讨论在正交 
变換下不变的儿何性质和在仿射变換下不变的儿何性质. 

4.1 度量性质和仿射性质 

定义 6 . 11在任意正交变換下不变的几何性质（或几何量、 
几何槪念）称为度 量性质 (或正交不变量、度量槪念)； 在任意仿 
射变換下不变的几何性质（或儿何量、儿何槪念）称为仿射性质 

(或仿射不变量、仿射槪念). 

因为正交变換都是仿射变換，所以在仿射变換下不变的性质 
在正交变換下当然也不变，这说明仿射性质（仿射槪念、仿射不 
变量)都是度最性质(度量槪念、正交不变量）.但是反之，度量 
性质不一定是仿射性质*下面列举出不是仿射性质的度量性质. 
度量性质有：①垂直；②軸对称. 

正交不变量 有：① 点之间的距离；②向量的长度；③两 
向量的夹角；④图形的面积；⑤二次曲线&的(因为 
乙 J 2 ,/ 3 在直角坐标变換下不变，而正交点变換公式与直角坐 
标变換 公式在 形式上一样，所以 hJzJz 在正交点变換下不 
变〉. 

度量槪念 有：① 距离（长 度）； ②角度；③ 面积； ④对称 

轴. 

现在来看哪些性质是仿射性赓. . 

仿射性质有：①共线；② 平行； ③相交；④共线点的 

序多⑤中心对称. 

关于中心对称是仿射性质的 理由： 设仿射变換 r 把图形 C 变 
成设 C 是中心对称图形，其对称中心为 o , 设0在 T 下的 
象是在 CV 上任取一点/>/，它的原象尸在0上.因为 C 中 

心对称，所以 P 关于0点的对称点 Q 在 (:上 .设 则以在 
p 上.因为0是线段 PQ 的中点，所以 CV 是线段，<^的中点， 
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图 6,4 


从而以 是广关于 CK 的对称点.这就证 明了： P 上任一点 p/ 关 
于0/点的对称点 ^仍在 上，因此心是中心对称图形，其对 
称中心为0 乂 

仿射不变量有：①共线三点的简单比値；②代数曲线的次 

数. 

仿射槪念有：①直线；②线段，线段的中点；③对称中 
心；④代数曲线；⑤二次曲线的渐近方向、非渐近方向；⑥二 
次曲 线的廐 径；⑦中心型二次曲线的典轭直径；⑧二次曲线的 
切线 • 

* 关干二次曲线的渐近方向、直径、共轭直径和切线是仿射 
槪念的 理由： 平面上取定一个仿射坐标系，设二次曲线 S 的方程 
的二次项部分为 

( 6 . 21 ) 


(. 6 . 22 ) 


( 6 . 23 ) 

设 r 把二次曲线 S 变成从 (6.22) 反解出 （ x^)， 再代入 
到 （6.21) 中可求得&的方程的二次项部分为 




12 


22 


)(:)， 


其中 Kw) 的矩阵简记作 A. 
设仿射变換 r 的公式为 


(::) 



+ 


(::)• 


则 t 的公式为 


/ 


B 
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对于任一向量 Kw )， 设 7 把 c 变成 〆 （ V ， 〆 ）， 则有 


<p r (u 




B - 1 


/ 


-0 


=( w^)A 



二 (Piu ， v\ 


(6.24) 


(6.24) 说明，若〃 ( W ) 是 & 的渐近方向（非渐近方向），则 〆 （ u 、 

~)是&的渐近方向（非渐近方向）. 

因为在仿射变換 r 下，二次曲线《的弦变成以的弦， s 的 
平行弦变成&的平行弦，^•的弦的中点变 成&的 相应弦的中 
点，所以如果！是$的直径，贝 U 在 r 下的象 r 是 5V 的直径. 

设 G 山是$的一对共轭直径(此时假设 S 是中心型曲线）， 
设 h 的方向为 hCWiW ). 由于共轭于的方向 ( Wl ), 所以 
\的方程据 （5.58) 为： 

m 

+ a l 2 v ^ x + ( fl 12 «! + a 22 v x } i / + a x u x + a 2 v x ^ o , 

因此 w 2 ^2= - { a n u x + a 22 v ^ : { a u ti l + a l 2 v {), 


即 a n U \ U 2 + a \ 2 ( U l V 2 + U Z V l ) + a 22 v \ v 2 ~ 0 # 

设 r 把 /:• 变成 G ， 把变成 ， h ), f = 1 ,2. 则冇 

0 = a n u x u 2 + a l 2 ( u x v 2 + u 2 v x ) + a 22 v x v 2 


=(«i ,^-i) f 11 

、江 12 ^22 ^ ^ V2 ^ 

= d\ 2 u\u 2 + a;2 (u\v f 2 +4";) + ^22^ I ^ 2 ? (6.25) 

其中 






因为 1 是&的方程的二次项部分 y ( f ， 〆 ）的矩阵， 
所以< T ，< 22 是&的方程的二次项系数.由 （6.25) 知， G 与 
G 是 以的一 对共轭直径. 
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因为渐近方向、非渐近方向是仿射槪念，且相交是仿射性 
质，所以二次曲线的切线是仿射槪念. 

4.2 变換群与几何学 

度量性质是在所有正交变換下不变的性质，因此需要来讨论 
平面的所苻正交变換组成的集合 H ， 从正交变換的性质知道 ， H 
有下述性质： 

(1) 对于任意 ajeH ， 有 

(2) 恒等变換 e 在丑里; 

(3) 任则 a 可逆，且 

类似地，平面上所有仿射变換组成的集合也有这三条性质. 

定义 6. 12集合^到自身的一些双射组成的集合 G ， 如果滿 

足： 

(1) 对于任意都有 

( 2 ) ^ 

(3) 任意 o * eG ， 有 
则称 G 是巢合 S 的一个变換群. 

于是，平面的所有正交变換组成的集合 H 是平面的一个变換 
群，称 H 为平面的 正交变換群； 平面的所有仿射变換组成的集合 
也是平面的一个变換群，称 H 。 为平面的 仿射变換群. 

集合到自身的所有双射组成的集合显然是 S 的变換群，称 
它为 S 的全变 換群. 

德国数学家克莱因 ( F . Klein ) 在1872年运用变換群的思想来 

区分各种儿何学，他提出，每一种几何都是硏究图形在一定的变 
換群下不变的性质.这就是著名的 爱尔朗根纲领 (Erlangen Pro ¬ 
gram ). 于是，硏究图形在正交变換群下不变的性质 （即， 度量性 
质）的几何学称 为欧几里得几何学； 硏究图肜在仿射变換群下不 
变的性质 (即 仿射性质)的几何学称为 仍射几何学， 


223 



4.3 图形的正交等价和仿射等价 

利用所给的变換群可以把平面上所有图形进行分类. 

定义 M 3 平面上的图形仏和（7 2 称为正交等价，如果存在 
一个正交变換 or 把变成 C 2 ， 记作 

正交等价是平面上图形之间的一种关系，它具有： 

(1) 反身性，即任一图形 C ~ C ， （因为 e 把 ChC ); 

(2) 对称性，即若则(^〜仏，这是因为如果正交 
变換 r 把 G 变成 C 2 ， 则正交变換把 C 2 变成(7 1; 

(3) 传递性，即若 C 2 C 3 , 则 G 〜 C 3 ， 这是因为 
如果正交变換^把心变成 C 2 ， 正交变換 r 2 把 C 2 变成 C 3 ， 则 
正交变換 r 山把变成 C 3 . 

对于平而上每个图形 C ，所有与 C 正交等价的图形组成的集 
合记作 [ C ]， 称 [ C ] 是平面上图形的一个正交等价类.这样，平面 

上的所有图形被分成了若干个正交等价类，它们具有以下性质： 

(1) 若 C 〜 D ， 贝 l ![ C ] = [ D ]; 

(2) 平面上毎个图形属于且只属于一个正交等价类； 

(3) 同一正交等价类里的任意两个图形必正交等价； 

(4) 不同正交等价类里的两个图形不正交等价. 

证明 （1) 任 Gene ]， 即， K 又 c 〜 D , 所以<7广 
D , 于是 C ^ ep ]， 即， [ C ] cz [ D ]. 同理， [ D ] C =[ C ], 所以 

[ C ] = [ D ]. 

( 2 ) 平而上任取一个图形，因为，所以 c . eicj . 

假如 qeccy ， 贝 由 a ) 知 ， [cj = [ c 2 ]. 

( 3 ) 若 CpC ^ ecc ]， 则 c ^ c ， c 2 ~ c , 从而 

(4) 设 [ C ]^[ D ]， i ^ C ^ CC ], D ^ ED ], 假如心〜/^， 
则由 D ^ D 9 (:可推出 C 〜 D ， 于是 [C；] = [ D ]， 

与已知 矛盾，所以 

旣然同一个正突等价类 M 的任意两个囝形都是正交等价的， 
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因此同一个正交等价类里的图形的共同性质就是在任意正交变換 
下不变的性质，即，度量性质.这样我们在硏究图形 C 的度量性质 
时，就可以在 [ C ] 里挑一个最筒单的图形来硏究，这就是硏究图 
形的正交分类的目的. 

同样地，平面的仿射变換群把平面上所有图形分成了一些仿 
射等价类(简称仿射类).同一个仿射类里的任意两个图形是仿射 
等价的；不同仿射类里的两个图形是不仿射等价的.因此，同一 
个仿射类里图形的共同性质就是仿射性质.我们在硏究图形 C 的 
仿射性质时，就可以在 C 所属的仿射类里挑一个最筒单的图形来 
硏究. 

例 6 . 8 证明平面上所有平行四边形恰好组成1个仿射类， 

证明取一个平行四边形 ASCD , 任取一个平行四边形 
EFGH, ® A,B f D 

不共线， S ，/ 7 ，// 也不 

共线，所以存在唯一的 
仿射变換 T 把 A ，* 0 / 

分别变成 E ， F ， H , 队 

而\把仿 jt 标架 I [ A ; 

色每变成 n [£; 

•因为 C 点 

的 I 坐标是 （ i ， i )， 所以 UC ) 的 n 坐标为由于 g 点的 n 坐 
标为（1，1)，因此 r ( C ) = G . 于是 r 把平行四边形 AJ 5 CD 变成平 
行四边形五 FGH , 即 o 五 FGHe [£= MBCD ]. 由于任一仿射变 
換把平行四边形变成平行四边形，因此在 [ oASCD ] 里只有平行 
四边形. 

■ 

_ 

习题 6.4 

1 . 证明：三角形的中线、重心都是仿射槪念， 

2 . 证明： 三角形的角平分线是度量槪念. 
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3 . i 正明： “一点是三角形內部的点”是仿射性 M . 

4. 证明： 平面绕一个固定点转90'180°，270°的三个旋转 
和恒等变換 e 组成一个变換群. 

5. 当 a J 取任意不全为零的实数时，问所有下列仿射变換 
组成的集合是否成为一个变換群. 

ax ™ by ， 

\ y f = bx + ay m 

6. 证明： 平面上所有保持面积不变的仿射变換构成一个变 
換群. 

7. 证明： 两个三角形正交等价的充分必要条件是它们全 

等. 

8. 证明： 两对相交直线正交等价的充分必要条件是它们的 
夹角相等. 

9. 证明： 任意两对相交直线必然仿射等价. 

10. 证明: 平面上所有三角形恰好组成一个仿射类. 

11. 证明： 平面上的梯形有无穷多个仿射类，从而说明平面 

■ 

上的四边形有无穷多个仿射类. 

■ 

§5 二次曲线的正交分类和仿射分类 

平面上的二次曲线能分成多少个正交等价类？多少个仿射 
类？ 

在第五章§ 1里我们已经知道平面上的二次曲线有九种，它们 

I 

是： 椭圆，虛椭圆， 一 个点，双曲线， 一 对相交直线，抛物线， 

一 对平行直线，一对虛平行直线， 一 对重合直线. 

■ 

现在取定一个直角坐标系 [0 w 2 ]. 

任取一个椭圆，它总可以经过正交变換(平移和旋转的乘积) 
变成中心在原点、对称轴为坐标轴的 椭圆： 
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( 6 . 26 ) 




再作仿射变換 



〆 =丄夕 

r b y 

可把椭圆 （6.2(0 变成圆心在原点的单 位圆： ^ 2 + y 2 = l . 因此， 
任一椭圆与圆心在原点的单位圆（记作 A ) 仿射等价. 

类似地，任一虛椭圆与虛单位圆 f +少= -1 ( 记作 c 2 ) 仿射 
等价；任一点与原点# +少 = 0( 记作 c 3 ) 仿射等价；任一双曲线 
与中心在原点的等轴双曲线 x ^- y ^ 1( 记作 C 4 ) 仿射 等价； 任意 
一对相交直线与交点在原点的相交直线 ^- y 2 = o ( 记作 c 5 ) 仿射 
等价. 

任取一条抛物线可以经过正交变換(平移和旋转的乘积）变成 
顶点在原点、对称轴为 X 轴的抛物线 = 2PX, 再作仿射变換 

r x r - 2pi ， 

W = y 

可以变成抛物线 # = 6 因此任一抛物线与# =攻记作 c e ) 仿射 
等价. 

任意一对平行直线总可以经过正交变換（平移和施转的乘积) 
变成平行直线炉== a 2 , 再作仿射变換 



可以变成平行直线 S / 2 = U 因此任意一对平行直线与 1( 记作 
C 7 ) 仿射 等价. 类似地，任意一对虛平行直线与沪= -1( 记作 c 8 ) 
仿射等价；任意一对重合直线与^轴，即， V = 0( 记作 C 0 ) 仿射 
等价 • 

综上述，二次曲线至多有九个仿射类，它们是 

[Ci]，= … ， 9 ， 

h 
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C 3 是一个点，由于仿射变換把一个点变成一个点，因此 [ C 3 ] 

C 9 是一对重合直线，由于仿射变換把直线变成直线，因此 
[C 9 ]^[C f ], ^9. 

c 7 是一对平行直线，由于仿射变換把平行直线变成平行直 
线，因此 [ C 7 ] 年 [ Cf ]， i ^7. 

由于仿射变換把相交直线变成相交直线，因此[<^]年[(^]， 

*^5. 

C 6 是拋物线，它不是中心对称图形，而<^，(7 4 均是中心对 
称图形，所以又显然 [ c 6 ] 年 [ C 2 ],[ C ^]. 

q 是圆， C 4 是双曲线，因为圆沒有渐近方向，双曲线有渐 
近方向，所以[<^]年[(： 4 ].又显然 [ CMI 年 [ C 2 ]，[ C 8 ] ; [ C 4 ]^ 
[C 2 ],[C 8 ] # 

0 2 是椭圆型曲线，无渐近方向；而仏是抛物型曲线，有渐 
近方向，所以 

上述表明，平面上的二次曲线恰好分成了九个不同的仿射 

类. 

从上面的讨论还可看出，平面上所有二次曲线分成无穷^个 
正交等价类，在每一类里取一个代表，则所有这些代表是 

玍 + l^i ， ^ + -1, ^ 2 + ^ 2 = 0, --^ = 1, 

a 2 卞办2丄，力2 丄 , V 办2 办2 , 

= Ot y 2 = 2px f y 2 = a 2 , j/ 2 = - a 2 , 夕 2 = 0 ， 

a 2 u 2 

h 

其中 a ， b ， P 可以取任意正 实数. 

作为二次曲线的仿射分类的应用，我们来证明 
定理 6 . 11 平面的任一仿射变換 r 可分姆成一个正交变換与 
两个沿互相垂直的方向的压缩(拉伸）的乘积. 

证明 考虑圆心在点0 的单位圆设仿射变換 r 把 C :变成 


228 



中心为 0/ 的椭圆 c' 在 c 上取长轴^和短轴 r 2 ， 它们是以的 


W 





一对共轭直径，于是它们的原象~ 人 应为圆 c 的共轭直径， JA 
而 G 与 G 垂直. 设 h 与 C 交于 A。 由于 C 是单位圆，所以 

p 




于是1[0;0小， 0A 2 ] 是直角标架. 


设次在 T 下 


的象是 A :， 则 M 是 G 与口的交点，因此丄 T 把 

I 变成 n[os(^ ， o7Xt]. 令 4 二丄 FX; ， <= 士 (5^ 2 , 

a 0 

其中 flj 分别是 C/ 的长、短半轴，于是 ffl[0'; e ;, e ' 2 ] 为直角标 
架，因此存在正交变換 a 把I变成 nr . 作沿方向< 向着直參4 
的压缩（拉伸： Kn 其压缩系数为^则 r 1 ( e ；) = ae ； = OM * i , 
hO ' 2 ) = 4，于是^把狃变成 ,<] .再作沿方向 < 向着 
直线 G 的压缩(拉伸) r 2 , 压缩系数为&，则 
变成 n . 因此，把 I变成 n， 从而 r = r 山 or, 

利用二次曲线的仿射分类，可以解决本章开始时提出的问 

题》 


例 6. 9证明：椭圆的任意一对共轭直径把椭圆分成四块面 
积相等的部分. 

证明 任给一个椭圆 c ，任取它的一对共辆直径 G 和“ •因 
为椭圆和圆心在原点的单位圆 Q 在同一个仿射类， 所以 存在一 
个仿射变換 T 把 C 变成 C\. 由于共轭直径是仿射槪念，因此 r 把 
G 和 G 变成 G 的一对共轭直径 G 和4，设 c 被 G 和/ 2 分成的 
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四块是 cm , C <2> , C < 3 > ， C ⑷， 设(^被。和6分成的相应四块 
是 CACWWM 4 )， 则显然 r 把 变成 C ) ,i = l ，2,3,4. 
因为圆的共轭直径互相垂直， c [ i > t c [ 2 \ c [ 3 \ c<^^mm 
相等.由于与 C 〃> 的面积之比等于 r 的变积系数 ， i = l ,2, 
3,4,所以 Cf 〃> ， C^ , C < 3 > ， C(*) 的面积也相等. 

习题 6.5 

1. 证明长半軸为 a 、短半軸为&的椭圆的面积是 nab . 

2 . 证明： 以椭圆的一对共轭半径为边的平行四边形的面积 
是一个常数. 

3. 证明： 椭圆的过共轭直径与椭圆的交点的切线构成的平 
行四边形的面积是一个常数. 

4. 证明： 椭圆的任一外切平行四边形的两条对角线所在的 

直线是椭圆的一对共轭直径. 

5. 证明： 以椭圆 



的任意一对共轭直径和椭圆的交点为顶点的平行四边形的面积都 
等于 tab . 

6. 证明：所有內接椭圆的四边形中间，面积最大的是以 

一对共轭直径和楠圆的交点为顶点的平行四边形 • 

7 . 任给一个三角形 ABC , 设 D ，£， F 分别是 

的 中点. 证明：存在一个椭圆，它与的三边分别相切于 
D t E , F } 幷且求出这个椭圆的面积与 △ ABC 的面积的比値 • 

8 . 能否在椭圆里作一个內接三角形，使得过它的每个顶点 

的切线都与对边平行？如果椭圆的长、短半轴分别等于《和 & ， 

■ 

这个三角形的面积等于什么？ 

9. 证明：內切于一个平行四边 形的二 次曲线必是中心型二 

次曲线，且其中心就是平行四边形的#称中心， 

■ 
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io . mm ： 奴曲线的切线和它的渐近线确定的三角形的商轵 


是一个常数， 

H . 证明： 双曲线两条渐近线之间的切线线段被切点等分. 
*12. 证明： 相似变換把任意一个圆变成圆. 

*13. 证明： 如果平面的仿射变換 r 将一个圆变成它自身， 
则 r 是正交变換. 




§6空间的正交变换和仿射变换 


定义 6 . 14空间的一个点变換 h 如果它在一个直角坐标系 
中的公式为 



C 6.27) 


其中系数矩阵是正交矩阵，则称 a 是空间的正交（点) 

I 

变換. 


此定义与直角坐标系的选择无关. 

例6 J0 空间中由向量确定的平移是空间的正 
交变換，它在给定的直角坐标系中的公式为 



(6.28) 


例 6 . 11 空间中所有点绕一条定直线 Z 的旋转是空间的正交 
变換，理由如 下：以 /为 z 轴建立直角坐标系 I 
设旋转的角度为 A 设转0角后变成 〆 《， * = 1,2. 于是 

也是直角标架，幷且易看出 I 到辽的过渡矩阵是 

/ cos0 
A = sin0 

\ e 
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设空间中任一点在旋转下的象为 P f Cx f } p f '/>，显然 
p ' 的 n 坐标等于 p 的 I 坐标 ow ), 对 p 点用直角坐标变換公 
式得 

cos0 — sinO 0 \ / ^ \ 

sinO cosO 0 J/ L (6.29) 

0 0 1 八怎 / 

(6.29) 也表示了 P 和它的象 P 的 I 坐标之间的关系，因此这是所 
给旋转在 I 中的公式，由于它的系数矩阵是正交矩阵，所以空间 
绕定直线的旋转是正交变換，这条定直线称为转轴， 

例 6. 12空间对于一个平面兀的反射（称 为镜面反射) 就是 

把每一点变到它对于这个平面的对称点，这是正交变換.理由 

是：我们可以取 平面兀 为 xOy 面建立一个直角坐标系，则任一点 

对于 xOt / 面的对称点 p f ix f , y f ， z r yy 、】 

■ 

X f - Xy 

y f = y ， (6.30) 

z f — - 

(6.30) 的系数矩阵是正交矩阵，因此，镜面反射足正交变換. 

空间的正交变換有下列 性质： 

(1) 保持点之间的距离不变； 

(2) 两个正交变換的乘积仍是正交变換； 

(3) 、恒等变換是正交变換； 

(4) 正交变換是可逆的，幷且它的逆变換也是正交变換； 

(5) 把平面变成平面； 

(6) 把平行平面变成平行平面; 

(7) 把相交平面变成相交平面； 

(8) 把直线变成直线； 

(9> 把线段变成线段，且保持线段的分 k 不变； 

(10) 把平行直线变成平行直线； 

(11) 空间的正交点变換 or 引起了空间的一个正交向量变換 
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次： 设 m = PQ , 贝 |J 共中 = cr ( P ), C = cr (0). 

G 保持向量的加法，保持向量的数乘，保持向量的內积不变，保 
持向量的长度不变，保持向量的夹角不变； 

(12) 空间的正交变換把任意一个直角标架 I 变成直角标架 
n, 且任一点尸的 I 坐标等于它的象…的辽坐标； 

(13) 苦两个正交变換对于同一个直角标架的作用相同，则它 
们相等. 

定义 6. 15空间的正交变換 h 若它在直角坐标系中的公式 
的系数矩阵 A 的行列式 | A | = +1，则称 or 为第一 类的； 若|乂| = 
-1，则称7是第二 类的. 

* 命頚 6.1 若 o ■是第一类正交变換，且它保持原点0不动， 
则 a 必定是绕过原点的某一条定直线的旋转. 

** 证明因为 a 保持原点不动，所以 cr 在直角.坐标系 I 中的 
公式为 



共中 A 是正交矩阵，且 | A |=+ l . 由于 A 是3级矩阵，因此1是 

A 的特征値.由于正交矩阵的特征多项式的根的模等于1 ,因此 
可以设 A 的特征多项式的另两个根为 cos0 ± isin0 # 于是存在—个 
正交矩阵 F 使得 

/ cos0 - sinO O' 

T~ l AT = sin0 cos0 0 I* 

\ 0 0 1 / 

取另一个直角标架 n ， 使 n 的原点仍为0,且 i 到 n 的过渡 
矩阵为 t ， 则 I 到 n 的点的坐标变換公式为 



Z 
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共中 ( U3 ) 是点 ( x ， y ， z ) 在 n 申的坐标.于是 or 在 ft 中的公式为 


T 







即 



由此看出， a 是绕 n 的2轴的旋转，转角为 L 

*命题6.2 若 a 是第二类正交变換，且保持原点 0 不动，则 
or 必为一个镜面反射，或者为一个镜面反射与一个绕定直线的旋 


转的乘积. 


证明与命题 6.1 的证明类似，只需 注意： 因为 | A | = -1， 所 

P 

以- 1是 X 的特征値. 

由正交变換的性质(2)，（3),(4)知，空间的所有正交变換组 
成一个变 換群. 

定义 6. IS 空间的一个点变換 
中的公式为 


如果它在一个仿射坐标系 



/ 


/ 


A 


/ 


x 


y 


Z 



(6.31) 


其中系数矩阵 A 为非奇异的，则称 r 是空间 的仿射 （点) 变換 
此定义与仿射坐标系的选择无关. 

空间的仿射变換的性质有： 

(1) 两个仿射变換的乘积仍是仿射变換； 


(2) 恒等变換是仿射变換； 

(3) 仿射变換是可逆的，且它的逆变換是仿射变換; 

(4) 把平面变成平面； 

(5) 把平行平面变成平行平面 j 


% 
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ft 


(6) 把相交平面变成相交平面； 

(7) 把直线变成直线； 

(8) 保持共线三点的筒单比値不变； 

(9) 把线段变成线段； 

(10) 把平行直线变成平行直线； 

(11) 空间的仿射点变換 r 引起了空间一个仿射向量变換' 

幷且 T 保持向量的加法，保持向量的数乘； 

(12) 把任意一个仿射标架 I 变成仿射标架 n ，且任一点 P 的 

I 坐标等于它的象 P 的 II 坐标； 

(13) 若两个仿射变換在同一个仿射标架上的作用相同，则它 

们相等， 

定理 6 . 12空间中任给两组不共面的四点 A lt A 2 , A Zf A i % 

必然存在唯一的仿射变換把次变成 Bi , i =1,2, 


3,4. 

证明方法与定理 6.9 类似 • 

定理 S .13 设空间的仿射变換 r 在仿射坐标系 I 中的公式为 
(6.31)，对于空间中任意三个不共面的向量 a ，&， c ， 设它们在玄下 

的象分别是则有 






证明设 r 把仿射标架 I [0;心4' 3 ]变成 n [<^ ， e ’ 3 ]， 

由 T 的公式 （6.31) 得，<的1坐标为<>1{，化，化），* = 1，2,3*因 


此 


e \ xe f 2 = | A | e x x e 2 * e 3 . 

设 《，6， c 的 I 坐标分别为 w 2 )，（ x 3 ， y 3 # 3 )， 
则 a '6/ 的11 坐标也分别是这些*于是 
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所以 


Vi y % Vz ® iXe 2 . e 3# 

之 1 S 2 ^3 



易知仿射变換 t 的公式中的系数矩阵的行列式与坐标系的选 
择无关，因此可以称|乂|是 r 的行列式，记作 

定理 6 . 13表明，空间的一个仿射变換 r 按同一比値必改变任 
意平行六 ffi 体的定向体积；从而它按同一比値|<丨改变空间中任 
意区域的体积《 

由仿射变換的性质 ( 1 ) ， （ 2 ) , ( 3 ) 知，空间中所有仿射变換组 
成一个变換群. 


习题 6.6 

1. 证明下述空间的点变換是第一类正交变換，幷且求转 

軸. 



2. 在直角坐标系中，求出把点(0,0,0)，（0，1，0)，（0,0，1)分 
别变成点(0,0,0)，（0,0,1)，（1，0,0)的正交变換公式. 

3. 在直角坐标系中，求出使原点不动，幷且把 x 轴变成直 

线 I = V = V 的正交变換公式. 

fjb }/ 


4. 设 cr 是空间的第一类正交变換， 证明; 对于空间的任意 


两个向量有 
( 1 ) 

(2) 茂 (>!) x = 7(1 x 口 2 \ 

5. 建立把点（0,0,0)，（1,0,0)，（0，1，0),(0,0，1)分别变为 
点01，^/1)，02汐2，力），03，夕3,3)，0444,4)的仿射变換公 

式* 

6. 求出在仿射变換 

X ’ 二2欠 + i / + 之 一 1， 

」夕’ =乂 + 2 — 1， 

、之 '= — 2— 2_ 

下，坐标平面所变成的平面. 

7. 求保持 xOy 面上每一点都不动的一切仿射变換 • 

8 . 证明： 如果一个仿射变換有三个不共线的不动点，则这 
三点所确定的平面上的每一点都是不动点；又如果这个仿射变換 
有四个不共面的不动点，则它是恒等变換. 

9. 求空间的仿射变換，已知 

(1) 平面 x + y + 2 = 1上每个点都是不动点，而点(1，-1，2) 

j 

交成点（2，1，0); 

(2) 直线 = q 上每个点都是不动点，而点(0,0,0) 

L 1 — I 

和（1，0,0)互变； 

(3) x + y-l ^=o,y + 2 = 0,x + s + i = 0ij5^r<^, ffn 

点 (0,0，1) 变成点 （1，1，1) • 

10. 求椭球面 

x 2 y l z 1 

-+ — + i - z = I 

a 2 b 2 c 2 

围成的区域的体积. 

*11. 不用命题6,1，证明第一类正交变換 CT 至少有两个不 

动点， 
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第七章射影平面和它的射影变换 


迄今为止，我们介绍了解折几何的主要硏究方法：坐标法，向 
量法，坐标变換法以及点变換 C 正交变換和仿射变換）法，幷且 
利用这些方法硏究了一些图形的度量性质和仿射性质.所有这些 
都是在普通的欧几里得空间（或平面）进行的. 

在上一章我们看到平面的仿射变換的重要特 性是： 把共线的 
三点变成共线的三点.在实际生活中我们还会遇到更一般的从一 
个平面到另一个平面的保持点的共线关系不变的映射.譬如，航 
空摄影时我们耍把地面（假定是平的）上的景物摄到底片上，这 
可以看成是地面^到底片 A 的一种保持点的共线关系不变的映 
射.如果％和^平行，则上一章讲的平面的仿射变換的理论可 
以完全照搬到这种映射上 # 但是，由于飞机在飞行时的颠簸，所 
以装在飞机上的摄影机的镜头一般地说不是正好铅直地对着大 
地，从而 底片巧 与地面 巧不 平行，这种情形如图 7.1 所示，即， 



图 7,1 


%和'是两个相交平面，0是不在这两个平面上的点 # 将平面 
巧上的点 p 变成平面 A 与直线的交点 P 的法则称为平面^0 
到^上以0为投影中心的中心 投影. 显然，在中心投影下，点的 
共线关系仍然是保持的，但是，％上的点 M 如果使得 OM // 力， 
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则 M 在 〜上沒 有象；同样地， A 上的点 W 如果使得0乂//巧，则 
W 在巧上沒有原象.为了弥补这些缺陷，使中心投影成为映射， 
幷且为双射，就需要在平面^上添加一些新的点，使得％上 M 
这样的点（它们形成一条直线）都有象；而在平面^上4添加 
些新的点，使 得乂上 W 这样的点（它们也形成一条直线)都有 
原象.这样的添补就形成了射影 平面的 槪念. 

这一章就是硏究射影平面；硏究射影平面到自身（或者到另 
个射影平面）的具有保持点的共线关系不变的特性的映射，称 
之为射影变換（或者射影映射）；以及硏究射影平面上的一次曲 


线和二次曲线，即， 


次和二次曲线的射影理论 


§1射影平面，齐次坐标 

1.1 中心为 O 的把与扩大的欧几里得平面 

本章的开头我们讲到为了使中心投影成为双射就应当在欧几 
里得平面上添加一些新的点.为了进行这项添补工作，我们再仔 
细考察一下中心投影的过程，为此我们先引进一些基本定义. 

我们知道，基本的几何元素是点、直线和平面，一般的图形 
都是由这些基本元素按照 i 定的关系组成的.它们之间最 简单的 
关系是位置关系，譬如，一点在一直线上， 一 直线经过一点 ，一 
平面经过一直线等.为了简单起见，这种关系我们将统 一地用 
“关联”来 表示. 譬如，点 P 在直线 /上， 就说点 P 与直线 Z 关 
联；直线 Z 经过点 P ， 就说直线 Z 与点 P 关联.显然“关联”关 
系是对称的，即，譬如若点 P 与直线 Z 关联，则必然有直线 Z 与 
点 P 关联. 

我们现在不考虑距寓、角度、面积以及平行等这些比较复杂 
的度量性质和仿射性质，而只考虑基本元素之间最简单的位置关 
系： “关联”.用这样的观点来看一个平面 A 那就是只考虑与 
此平面关联的元素，即，我们看到的就是：所有与平面兀关联的点 
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P 和直线达样，平面 K 就被看成一些点和直线的集合，记作 

用同样的观点来看点0,那末我们看到的 就是： 所有 
与点0关联的平面 A 和直线 P ,今后我们将与一个点0关联的所 
有平面和直线组成的集合称为 中心为 0的把，仍用与点同样的符 
号0来表示这个把，幷且记作 0 = [ A ， p ]. 

现在我们从这个观点来考察中心投影的过程，就发现把与平 
面之间存在着简单而且自然的对应关系.设点0不在平面兀上， 
则平面 n 上的毎个点 P 决定把0的-条直线 0 P ; 平面 w 上的毎 
条 直线丨 决定把0的一个平面，即，点0与直线 Z 所确定的平 
面，记作 0 Z . 这样就得到从平面 I 到把0的一个对应关系，称为 
^在把0上的 射影， 幷记作 

o[iv] = [op，oa 

类似地，反过来从把0到平面 7 T 也有一个对应 关系： 把0的平面 

■ 

A 与平面兀交于一条直线，这条直线用表示，把0的直线 P 
与平面 JT 交于一个点，这个点用 7 TP 表示，我们将这个对应关系称 
为把0在平面 K 上的 截影， 幷记作 

容易看出，经过射影和截影，‘ “关联”关系是不改变的，这 
个事实具有基本的重要意义， ' 

现在我们看出，中心投影可以分解成为射影和截影两个 步骤： 
从平面％到平面^上以点0为投影中心的中心投影实际上就是 
A 在把0上的射影与把 o 在 A 上的截影的复合(乘积).图 7.1 
中， A 上的点 M 在中心投影下沒有象，这是因为把0的直线 0 M 
在截影下沒有象； A 上的点 W 在中心投影下沒有原象，这是因为 
把0的直线在射影下沒有原象.为什么把0中有的直线在截 
影下沒有象，有的直线在射影下沒有原象，其原因就在于欧几里 
得平面的结构与把的结构是不同的，弥补这一缺陷的方法应当是 
以把作为模型来将欧几里得平面加以扩充. 

现在我们就以把0作为模型来扩充欧几里得平面，使得射影 
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和截影能够成为它们之间的保持关联关系不变的双射.取一个欧 
几里得平面 A )， 使点0不在 7 T 。 上.容易看出，在从巧到把0的射 

影下，把0中与5平行的平面 <»以及 < 上的毎条直线都沒有 
原象；而 在认把 0到巧的截影下，把0中的平面 7 T '。 以及 7 T '。 上的 

毎条直线都沒有象.为了使射影和截影都成为双射，就应当在^ 
上加进一条直线来和把0的平面对应，应当在 Ah 加进一些点 
来和把0的平面兀 i 上的直线对应，而且这么添加了新的元素（直- 
线和点）以后，应该使射影和截影仍保持关联关系不变为此采 
取如下的扩充 方法： 考虑到 
%上的毎一条直线/在把0 
中的对应平面 Oi 与4有 
唯一的交线 r (见图7.2)， 

因此规定在^的毎一条直 
I 上加进唯一的一个点来 
与"相对应，这个点称为无 
穷远点.由于 巧上 平行的 
魟线在把0中的对应平而与 
的交线都相同(见图 7. 2)， 

而 A 上不平行的直线在把0中的对应平面与的交线都不同， 

I 

因此 规定： A 上平行的直线有相同的无穷远点，力。上不平行的 
茂线则有不同的无穷远点.最后为了与把0中的平面； r' Q 对应，我 
们在^上还要加进一条直线作为 巧与 的交线，这条直线称 
为无穷远直线，于是无穷远直线对应于把0的平面 7 T '。， 由于无 
穷远点所对应的把0的直线都在上，因此规定无穷远点都在 
无穷远直线上. 

把上 丽的结 果总结 一下： 对于欧几里得平面％,在它的每一 
条直线上加进了一个无穷远点 p „， 平行的直线有相同的无穷远 
点，不平行的直线有不同的无穷远点（这样一来，与每个无穷远 
点对应的是一个完全确定的方向）；所有的无穷远点组成一条无 
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穷远直线补充了这样一些无穷远点和一条无穷远直线 的欧几 
里得平面就称为 一个扩大的欧几里得平面， 筒称为 扩大的欧氏平 
面，记作％ . 

显然，扩大的欧氏平面％与把0之间的射影和截影就都成 
了保持关联关系不变的双射了.換句话说，在扩大的欧氏平面 
与把0之间存在一个 一一 对应，幷且这个 一一 对应保持关联关系 
不变.说得更详细一点 就是： 扩大的欧氏平面眾()上的全体点组成 

I 

的集合与把0的全体直线组成的集合存在一个 一一 对应，％的所 
有直线组成的集合与把0的所有平面组成的集合也存在一个一一 
对应，幷且如果％上的点 p 与直线厂关联，则把0中跟 P 对应的 
直线便与跟 /对应 的平面关联.因此，从我们只考虑基本几何元 
素之间的关联关系这一观点来看，扩大的欧氏平面的结构与把的 
结构在本质上是一样的，由此我们抽象出射影平面的槪念， 

1.2 射影平面的定义和几何模型 

定义 7.1 由两类分别称为“点”和“直线”的元素所构成 
的集合 A 如杲在其中的“点”和“直线”之间规定了某种称为 
“关联”的关系，幷且5•中所有的“点”和所有“直线”可以分 
别与欧氏空间中一个把0的所有直线和所有平面建立 一一 对应关 
系，使得这对应关系保持关联性，则称 S 为射影 平面. 

r 

例 7.1 欧氏空间中把 0 本身，如果称其中的直线为“点”， 
称其中的平面为“直线”，那么它就是一个射影平面，且任意 
一个把 W 也是一个射影平面，这是因为通过平移可以在把 W 与把 
0 之间建立 一一 对应关系，幷且这种对应保持关联性. 

例 7 . 2扩大的欧氏平面巧是一个射影平面. 

例 7.3 取定一个球面，球心为0，将球面的每一对对径点 
(位于直径两端的一对点）看成一个“点”，将球面的每一个大 
圆（球面与过球心的平面的交线）看成一条“直线”，如果一对 
对径点在一个大圆上？则认为该“点”在该“直线”上，这样我 
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们就得到一个射影平面.这是因为，取把把0里的每一条直 
线 Z 与球面有两个交点，即为球面的一对对径点，由于将它们看 
成一个“点”， 因此/ 对应于这个“点”；把0里的每个平面 
与球面相交于一个大圆，因此兀对应于一条“直线”，这些分别 
是一一对应， 幷且若 I 在兀上，则 Z 对应的“点”在 K 对应的 
“直线”上，即这个对应保持关联性.因此，给了一个球面，按 
照上述解释后就成为一个射影平面（见图 7.3). 

任意两个射影平面，由于它们的“点”、“直线”分别有一 
一对应关系，且这种对应保持关联性，因此它们的有关“点”和 
“直线”的关联关系方面的性质是相同 
的，于是我们在硏究这方面的性质时，就 
只要取一个射影平面作为代表来硏究就可 
以了.今后我们常取把 O 或者扩大的欧氏 
平面％作为代表，这是因为把0中“点” 

和“直线”的关联关系非常直观，幷且由 
于把0是在欧氏空间中，这样我们可以运 
用欧氏空间的有关知识来硏究把0的性质；至于扩大的欧氏平 
面％由于它是由欧氏平面扩充而得到的，所以可通过％来解决欧 
氏平面上的一些问题 • 

现在我们就利用把0来硏究射影平面上点与直线的关联关 
系. 从把0 看，两条（不同的）直线唯一地决定一个通过它们的 
平面；反过来，两个（不同的）平面相交于唯一的一条直线.所 
以，在射影平面上 就有： 

1 . 两个点必与唯一的一条直线关联； 

2 . 两条直线必与唯一的一个点关联. 

现在我们在扩大的欧氏平面％上检验一下上述事实。 

欧氏平面上的一条直线(简称为欧氏直线）加进一个无穷远点 
后就成为扩大的欧氏平面上的一条直线，这样的直线称为扩大的 
欧氏芊面上的射影直线.如上所述， ①上 的一条射影直线是由 
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^0 的一条欧氏直线唯一确定的.从而在％的全体射影直线与兀0 
的全体直线之间存在一个 一一 对应关系.但是要注意$0上除了 
射影直线外，还有一条无穷远直线. 

现在来看豕。上两个点必与唯一的一条直线关联的意 义：如 
果这两个点 都是巧 上的通常点，则它们决定一条欧氏直线，从 
而就决定了一条射影直线.如果这两个点中的一个是通常点，另 
一个是无穷远点，那么它们也决定一条欧氏直线（就是通过这个 
通常点而与给定的无穷远点所对应的方向平行的直线），因而它 
们也就决定了一条射影直线.如果这两个点都是无穷远点，则它 
们决定了唯一的一条无穷远直线. 

再看％上两条直线必与唯一的一个点关联的意义：两条射 
影直线交于一个通常点（如果它们对应的两条欧氏直线不平行)或 
者交于一个无穷远点(如果它们对应的两条欧氏直线平行）> 一条 
射影直线和无穷远直线交于一个无穷远点. 

由此可见，平行的槪念在射影平面上是沒有意义的，因为射 
影平面上的任意两条直线都相交. 

射影平面与欧氏平面还有一些不同之处，例如，射影平面上 
的直线是封闭的，好象圆周似的，这从按照把的模型引进无穷远 
点的规定可以直观地看出这一点：考虑 A 上两个通常点在一条 
直线/ 上沿着相反的方向跑向无穷远，在把0中与这两个点对应 
的两条直线将都趋于把0 中与/ 平行的那条唯一的直线，这说明 
%)上两个点在一条直线上沿着相反的方向远离时将达到同一个无 
穷远点.又如，在欧氏平面^上 ，一 条直线将平面分成两部份； 
但是射影平面' 上的一条直线则不能分割 射影乎 •面，譬如在 5 T 0 
上把无穷远线除掉，亦即除掉所有的无穷远点，我们得到的是一 
个欧氏平面巧)，可见无穷远线幷沒有把贫0分成两块；由于从把 
的结构上看，射影平面上的无穷远线与其它直线幷无本质的不 
同，因此，％上的任一条直线都不能把贫 D 分成两块. 
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1.3 点的齐次坐标 


解折几何的基本方法是坐标法，因此自然会想到在射影卒面 
上建立某种坐标系，使得每个点都有坐标.以前所讲的仿射坐 
标（或直角坐标）只能表示射影平面死。上的通常的点，不能表示 
无穷远点，因此，这就需耍把坐标的槪念加以推广，使它旣能表 
示通常的点也能表示无穷远点. 

取扩大的欧氏平面％作为射影平面的代表，为了给％上的 
每个点建立坐标，考虑到％上的全体点与把 0 中的全体直线在 
射影和截影下有一一对应关系，而把 0 中的毎条直线又由该直线 
的方向完全决定，因此，自然想到下述 方法： 

定义 7. 2 对于扩大的欧氏平面 贫。， 在上取一个仿射标 
架 [ OnepeJ ， 在 50 外取 

一点0， 令 6 3 =00 1，对于 
上任意一点 M ， 将 JW ■在把 
0 中所对应的直线 Z 的任一 
方 向向量 ® 在空间仿射标架 
[0; e l ,*2, e 3] 下的坐标 

称为点 M 在 

[ Oi ? e ,, e 2 ] 下的齐次仿射坐 图 7.4 

标，简称为齐次 坐标. 

加上“齐次”两个字的原 因是： 对于任一非零实数 A ， iXx lf 
k 2 ， A ; c s ) 与表示把 0 中同一条直线，从而它们表示5? 0 上 
的同一个点，因此，若(6,5,4)是^>上点#的齐次坐标，那么 

年 0 ) 也是点 M 的齐次坐标.这 说明： ％上的每 
一个点 M 的齐次坐标不唯一，但是它们成比例， 

如果 Ol ， hJ 3> 与 Ol ， y 2,#3) 不成比例，则它们表示把 O 中不 
同的直线，从而它们表示上不同的点，因此，死 0 上不同点的 
齐次坐标不成比例. 
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显然，平面^在 [0; e l ， e 2, e 3] 中的方程是2 = 1，于是向量 
, ：t 3 ) 与 7T。 平彳了的充分必要条件是 A = 0 ， 由于 #() 上通常 
点 M 对应于把0中与相交的直线，因此它的齐次坐标(义，^,:^) 
中巧今 0. 由于无穷远点对应于把0 中与心 平行的直线，因此 
无穷远点的齐次坐标必形如 0^X2, 0>,其中心^ 2 不全为零. 

现在我们来说明齐次坐标与仿射坐标的关系.设点 M 是平面 
%上的通常点， （x，y) 是它对于标架 [o: w 2 ] 的仿射坐标，则 

^对于标架 [0 w 2 ， e3 ] 的坐标就是 (H1), 于是点 M 的齐次 
坐扣;， X3) 与 (W ，1)成比例： 

I 

_ I 

(3 C 卜 , X ^) =又(父，夕，1)， 

其中从而得 




欠2 

• . . 


其中々专 o. 因此，通常点的齐次坐标和仿射坐标可以互相确定. 
现在考虑％上的无穷远点设它的齐次坐标为(巧，々^),这 
时在 平面巧 上对于标架具有坐标 0， y) = Ooh) 的向 
量显然平行于 Poo 所对应的把0中的直线（因为这条直线的方向向 
量为 （x^x^o)〉； 反过来，平面:! T。 上的每一个方向 O，i0, 在它的 
两个坐标 W 之后再添上一个0，我们就可以得到这个方向上的 
无穷远点的齐次坐标 ( no), 因此，无穷远点厂》的齐次坐 
标与它所对应的方向的仿射坐标(对于标架可以互相 
确定.综上所述，我们看到， 5T。 上每一个点的齐次坐标由仿射 
坐标系完全决定，而与点0的选取无关. 

有时我们把通常点 M 的仿射坐标0，〃)称为它的非齐次坐榇. 


1.4 直线在齐次坐标中的方程 

薄。 上毎个点都有齐次坐标，从而％上每一条直线就可以用 

A 

关于齐次坐标^,^2^3的方程来表示， 
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考虑％上的一条直线 AS， 设 A , B 在 [0,; ei ，e 2 ] 中的齐次 
坐标分别为 （A，％，％)/、，、，、）， 设 A j 分别对应于把0中的 

j 

直线匕夕2，则在中坐标为的 
向量》1，》2分别为 1 1, 1 2 的方向向量.设％上任一点 W 的齐次坐 
标为 （A,h，A ), 则 M 所对应的把0中的直线的一个方向向量 
»0的仿射坐标为 Oi，A， x 3 ). 

点在直线上的充分必要条件是把0里的直 
线~在！决定的平面上，于是* >o,u 2 共面，从而 

w x x = ka x + ixb lf 

I 

j 父 2 = Aflg + ， (7 * 1) 

i^3 " 又 + fib ^ f 

其中是不全为零的实数；或者 


x x 

X 2 



a 2 


办 2 = 0, 





即 


其中 


Hi = 


f/^X| + "2 冗 2 + "3 义 3 = 0, 


^2 ^2 


a x b x | 


a i b l 

f 

, h = — 

江 3 办 3 1 

f ^3 ^ 

^2 ^2 

^3 


(7 # 2) 


由于 a , b 是不同的两点，因此(七, a 2 ，a 3 ) 与 （ h & 3 ) 不成比例， 
从而 u 2 , %不全为零，这 说明: 直线在齐次坐标中的方程 
(7.2) 是三元一次齐次 方程. 反过来，任意一个三元一次齐次方 
程都表示射影平面上的一条直线，这也是容易证明的. 

(7.1) 称为直线 AB 在齐次坐标中的参数 方程. 

由于无穷远直线是由所有无穷远点组成的，而无穷远点的齐 
次坐标都形如(6，义，0)，因此，无穷远直线的方程为巧=0,而 
射影直线的齐次方程中 ^*1 , ^2的系数一定不全为零， 

S 今 ■ 


从上面的推导过程还看到 


?47 


O ) 龙。上二点 A (A . ， b 2 ， b ,C (^ c i } C 2 } 。3)共线的 
充分必要条伴适 

j b l 

■ 

^ 2 ^ 2 ^ 2 二0 • 

^3 ^ J S G Z I 

(2) 齐次力程 Mi^-l /^2乂2 + 只3父3 = 0与 rj jXj + ^2^2 Vs^s ~ 0表 

示沉0 上的同一条直线（对应于把0中的同一个平面）的充分必要 
条件是 O^A，/^) 与 （m 2 ，％>成比例.因此，我们可以把齐次方 
程的系数(1，％，卩 3 )看成直线的 座标， 就叫 做直线的齐次坐标. 
显然，无穷远直线的齐次坐标为（0,0,1);射影直线的齐次坐标 
形如 Oh,rn 3 )， 其中 U 2 不全为窣.容易看出，同一条直线的 
齐次坐标不唯一，但它们成比例;不同直线的齐次坐标不成比例. 

旣然 赶线也 有齐次坐标，因此从齐次坐标来看，射影平面上 
的点和直线的地位是对等的，点和直线对于关联芜系而言也是对 
等的•.点 (A #2，％)与直线 幼1 ,彳2，卩3)关联的充分必要条件是 

"1 父 1 + "2欠2 + ^3-^3 =0， 

闪此 • 对于固定的直:线 (m 2 ，％)， 方程 （7. 2>是此直线上的全体 
的点所适合的力程，称为直 线的点方程* 

山于直线（1，7 2 ，〃 3 )与点关联的充分必要条件也是 
(7.2), 因此，对于固定的点（\，^2 43)，方程 （7.2) 是与点 
(A, 巧， A) 关联的全体直线所适合的方程，祢为 点的线方程. 

从上面的讨论可以看到，在射影平面上，基本的几何元素是 
点和直线，基本的关系是关联关系，点和直线在射影平面 上的地 
位是对称的. / 

下面我 flr 耍讨论射影芊面的另外一个 模型： 解析模型， 了解 
这个 模型对于读者今后想进一步学习射影几何是有帮助的. 

1.5 射影平面的解析模型 

S 

■ 

从上述看唭，％ 上的瘁 (或直线)的齐次绝标不唯一 ，佴 % 


j 门成比例，为了使点 M 对应于唯一 的对 象，跣需要把所有有序兰 

元实数组所组成的集合按照成比例的关系进行分类* 

定义 7. 5 称有序三元实数组(&，〜，々）与 Oi， 外， A ) 等价， 
如果存在实数2^0,使得此时记作 

( x 1 , x 2 , x 3 )-( y 1 , j / 2 , j / 3 ). 

所定义的关系〜显然其有下列 性质: 

(1) 反身性，即，任一有序三元实数组与自身等价； 

(2) 对称性， HP, 若（心，々，〜）-(•1/1，夕2,夕3)，贝 | 】 


( AUs ) 〜 Ol ,. X 2， X 3); 

(3) 传递性，即，若 Gu 2 ， x 3) - (•Vhhds) ， iy\ ， yi ， yO 〜 

m I 

(之1，之2,怎 3)， 贝 lJ 


(乂 1，，父2 ,又*3) 、 （之 1 ，之2 ， 之 3) • 


对于每一个有序三元实数组(巧,4,4)，把所有与它等价的 
三元实数组组成的集合称为一个类，记作 (A:h:h)， 则所有有 
序三元实数组的集合被划分成了一些类，使得每个有序三元实数 
组属 于且只 属于一 个类； 同一类里的任意两个三元实数组是等价 
的 C 即成比例）；不冏类里的两个三元实数组是不等价的（即不成 


比例) • 

(0:0:0) 称为 零类， 其他类称为 .非 零类. 

定理 7 .V 把每一个有序三元实数组的非零类看成“点”，把 
满足方程7 W = 0( 其中不全为零）的“点” 

I 

(A:X 2: X 3 ) 组成的集合看成“直线”，幷且规定方程 

ClXi + ^ ^ 0 /^1 父 1 + " 2 工 2 + " 3 欠 3 = 0 

表示同一条“直线”的充分必要条件是 43) 与 
成比例，于是“直线”也可由有序三元实数组的非零类[心:卩：卩3]① 
所完全决定，而且点 (^1 :欠2:欠3)与直线 [卩 1: :卩 3] 相矣联的充分 

必要条件是 


①为了从书写形式上区别“点”与“直线”，我们把“直线”的非零类记作 
1^1 %”：*]• 
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+ 03 父 3 = ()4 

则由所有这些“点”和“直线”组成的集合就是一个射影卒面， 
记作 pg (2，). 

证明在巧上取定一个仿射标架 [ OuUj ， 考虑 • 

tP q -— —— —- — — >P 0 ( 2 7 R) ， 

I 

点 M ( x 1 , x 2 , x 3 ) 1 - — “点”(々:〜:心)， 

I 

直线 L: rj 1 x l + q 2 x 2 + i] z x s =0\-> “ 直线 ” [W%]. 

显然上述对应分別是一一对应，幷且若点 M 与直线^关联，则有 

f 

+ + = 从而“点” （ wx 3 ) 与“直线” [ W %] 

关联.所以 PG (2，/ e ) 是一个射影平面. 

由定理7.1，我们得到射影平面的又一个具体模型，即， 
PG (2，/0, 称它是解析模型.解析模型的好处之一是便于将射影平 
面进行推广，迄今为止，我们讨论的射影平面都是实射影平面，但 
是，如果我们类似地考虑有序三元复数组，则可以得到复射影平 
面，记作 PG (2， C ); 如果我们考虑有序四元实数组，则可以得 
到三维实射影空间 PG (3, /?); 如果考虑有序 n + l 元实数组，则 
可以得到 n 维实射影空间 PG ( n ,/?>. 

* 如果我们考虑有序三元组，其中的元素取0或1, 规定： 

0 + 0 = 0, 0 M = 1 ? 1 + 1 = 0, 0X1-0, 0X0 = 0, 1x1 = 1, 

幷且规定加法和乘法都适合交換律、结合律以及分配律，则从这 
种有序三元组出发可以得到2阶 有限射影平面 ，记作 PG (2,2), 它 
只有7个“点”，7条“直线”.每条“直线”上有3个“点”， 

每个“点”位于三条“直线”上，可以用图 
7.5 形象地表现出 PG (2,2) 上的“点”、“直 

线”以及它们之间的关联 关系. 其中编号 
为 1,2,3,4,5,6,7的“点”分别是：（1:0:0)， 
(1:1:0)， （1:0:1)， （0:1:0)， （0:1:1), 
(1:1:1)，（0:0:1).編号为1.，2,4的“点”所 
在的“直线”的方程为4 = 0; “直线” 137 
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的方程为 V 2 =0; “直线” 457的方程为心= 0; “直线” 165的方 

程为 x 2 + x 3 = 0; “直线” 463的方程为\ +巧=0; “直线” 762 

的方程为心+ ^2=0; “直线” 235的方程为 

x x + x 2 + = 0. 

以后我们只讨论实射影平面，仍简称为射影平面. 

习题 7.1 

1. 设扩大的欧氏平面冗 Q 上两点 A , B 的齐次坐标分别是 
(3，-1，2)，（2,0，：1)，求 ： 

( 1 ) 直线 AS 在齐次处标中的普通方程和参数方程； 

(2) 厳线上的无穷远点的齐次坐标和它所对应的参数 

値. 

2 . 证明扩大的欧氏平面&上的下列 三条杠 线北点，幷 K 
求该点的齐次坐标. 

v 

x x + x 2 = 0 , 2^i - x 2 4 - 3 a" 3 - 0 ? oXj + 2 乂 2 H - 3 x 3 - 0 . - 

3. 在扩大的欧氏平面％上，给出了 的欧氏直线在仿射 

坐标中的方程，求出它确定的射影直线在齐次坐标中的方程,幷 

* 

且求出它 h 面的无穷远点. 

(1) x + 2 y-l = 0; (2) x = 0 ; 

(3) J/ = l; (4) 3x —2y=0, 

4 . 住 PG ( 2 ， i ?) 上，设直线^，^，^^/^的力程依次是： 

■ 

* 

x x - x 3 ^ 0? ^ 2 ^ x s - 0 ? 2^i + x 2 — x 3 二 0 ， x 1 + x 2 + 2^3 = 0? 

设与的交点为 A , L 3 与 L 4 的交点为丑，求直线 AS 的方 

u . 

5. 取一个球面，用过球心的一个平面 a 截它，取其中一个 
半球面，把这个半球面 ir : 的每个点垂直投影到截面兀上，得到一 
个圆盘.若投影点在圆盘內部，则这个投影点就看成 一个“ 点”， 
若投影点在圆盘的边界圆上，则把圆的直径的两个端点看成一个 

“点”；半球面上的大半圆的投影点组成的半椭圆或直径看成“直 



线”.证明这样的圆盘是一个实射影平面. 


§2射影平面上的对偶原理 


从上一节我们已初步看到，射影平面上点和直线的地位是对 
称的，本节我们来进一步讨论这个问题. 

设*(点，线）是关于 射影平 面上一些点和一些直线的关联 
关系的一个命题，那么，把此命题中的点邰改写成线，把线都改 

a 

工 J 成点，幷 .0 •保持关联关系不变以及其它一切表述不变，则得到 
的命题 K 线，点）称为原命题 K 点，线）的对偶 命题. 下面我们 
列举一些命题和它的对偶命题. 


原命题 

W — W ■ ■ ■ • ■ _• * ••___* 

( 1 ) 射影乎面上三点共线 
的充分必要条件是它们的齐次 
坐标组成的三阶行列式等于 

零. 

(2) 射影平面上若三点 h 
P 2 ， P 3 不共线，则三线 
P 2 P 3 , PA 不 共点. 

(3) 德沙格 （ Desargues ) 

定理：射影平面上，如果两个 
三角形的对应顶点的连线共 
点，那么它们的对应边的交点 
共线， 

(4) 直线(看成点列)的点 
方程是三元一次齐次方程. 


对偶命题 

( 1 y 射影平面上三线共 
点的充分必要条件是它们的齐 
次坐标组成的三阶行列式等于 

零. 

(2 V 射影平面上若三线 
Pl ， P 2 ， P 3 不共点，则三点 PlP 2 ①， 
PzPsrPsPi 不共线 • 

(3) / 德沙格定理的逆定 
理: 射影平面上，如果两个三角 

形的对应边的交点共线，那么 

■ 

它们的对应顶点的连线共点. 

(4 ) r 点(看成 线束〉 的线 
方程是三元一次齐次方程， 


①用 Pl ?2 表示直线 h 与？ 2 的交点，其余同理, 
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射影 平面上的毎- •个 命题^点，线）与 它的对偶命题 K 线， 
点）有下述重要的性质 ，即 

射影平面上的对偶原理 射影平面上，如果一个命题 K 点， 
线）可以证明是一条定理，则它的对偶命题? K 线，点）也可以证明 

是一条定理 • 

证明 在平面 h 取一坐标系，把命题 K 点，线）的证明用齐次 
坐标 写川来. 在这个证明中，把点的齐次坐标都看作线的齐次.坐 
标，把线的齐次坐标都看作点的齐次坐标，所有的表示关联关系 
的方程沒有任何改变，仍然成立，佴最后的结论变成 K 线，点）， 
于足，就得到了命题 〆 线，点）的证明. 

根据射影平面上的对偶原理，我们只要证明了一个命题(点， 
线）成立，那末它的对偶命题 〆 线，点)就必然成立 • 譬如，我们 
已经 i 正明过上述表中的命题 （ 1 ) 成立，于是我们肯定它的对偶命 
题 （1)' 也 成立. 下面我们来证明德沙格定理成立，从而它的逆定 
理（对偶命题）也必然成立. 

德沙格 （ Desargues) 定理 射影平面上，如果两个三角形的 

对应顶点的连线共点，那末它们的对应边的交点共线* 

证明 设三角形 ABC 与三角 

形 " PC / 的对应顶点的连线 
AA ，， CC r 相交于一点 D . 

情形 1. 如果乂与义/重合， 

则 AB 与交于 A ( AD ， AC 与 
AC ， 交于 设 BC 与 

交于只，则显然共线. 

同理，如果 B 与&重合， 

或者 C 与 C ' 重合，则结论显然 
成立， 

情形 2 . 任一组对应 顶点不重合.在射影平面上取定一个坐 
标系？设各总的齐次 坐标分 别为： A ( fl l ， a 2， a 3)， B (6 l ，&2, 办 3)， 
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c Oi^2' 3 ) ， A'Ca^a^a；), B f {b\ y b f 2 9 口 （ c\K 、， 

D ( d t ， d 2 f d 3 ) m 

根据直线的参数方程可知，因为 D 点在直线 AA / 上，所以 
有不全为零的实数 W 使得 



同理，有不全为零的实数和〃， 〆 ，使得 

•m 

di =此 +“ 1 ， 2 ， :i; 

d { = vc { j 〆〆 ‘， i ^ 1,2,3. 

于是得 

乂 rz f + ?/ a\ - }ih i 4 - ix f b\ r= vc\ + v f i - 1 } 2 (7.3) 

从而有 • 

ka i — fib^ = — k f a\ + fi f — i 二 1 ， 2 ， 3 • (7.4) 

山 （7.4) 看出，齐次坐标为 （ Pi ，P 2 ，P3) 的点 P 旣在直线上，又 
在直线1 厌上， 因此 P 是 A 丑和 AM， 的 交点. 

类似地，由 （7.3) 可得 

~ f vc^ — K f a\ — v f c\ — 丨二 J ， 2 ， 3; (7. 5) 

ixbi - vci 二 —V + v f c\ 二 \ i 、， i = 1 ， 2,3. (7 # 6) 


从 （7.5),(7.6) 分别看出，齐次坐标为 （ U 2 ，％) 的点 Q 足乂 C 与 

的交点；齐次坐标为 （ r ^ r ^ ra ) 的点是 5 C 与心以的交 
点、 • 从(7,4)，（7.5)，（7.6)可得 


即 


Pi i"i + q = 0 ， t ^ i ,2,3 # 



所以三点共线. 



习题 7 J 


1. i 正明 ：射影 卒面上若三点不共线，则兰线 AA ， 
^3,^1不共点. 

2. 设命题 K 点 ，线） 为： 在射影平面上， A ， J 3， C 和 A % 

#■ 

b ,， c ， 分别是直线~和/ 2 上的三个点，幷且均与 h 和匕的交点 
不重合 •.设 乂以与 IB 交于点户，丑。与 B f C 交千点、 Q ， 

与交于点 i ?， 则三点共线.试写出这个命题 

的对偶命题卩（线，点）. 

3. 设射影平面上直线 h 的齐次坐标为（如，仏，如），» = 1, 
2,3，幷且； 1 与; 2 .证叻：匕，纟 2 人共点的充分必要条件为存在不 
全为零的实数 A 和 A 使得 

h j + ""2; ，•/ = 1，2,3. 

*4. 设 M 是欧氏平面; r fl 上一 
点， G 和〖2是 Xo 上两条直线， 

它们相交于一个不可到达的点 W 
(非常远或者被物体 阻隔） ，试 
用阀尺作经过点％和 W 的直线. 

§ 3交 比 

我们知道，在中心投影下线段的分比 （即 共线三点的简单比 
値）是会改变的，本节讨论射影平面 h 典线四点的 交比， 它经过 
中心投影后保持不变. 

3.1 交比的定义和性质 

设 A ， B ， C 是射影平面％上共线的三点， A ， B 为通常点， C ：^ 
B . 首先我们将第六章§ 3定义的共线三点的简单比値 ( A ， B ， C ) 
推广到 C 可以，为无穷远点的情形，即 
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(7.7) 


当 C 为无穷远点时，规定 -1. 然后我们来定义％上 
共线四点的交比. 

定义 7. 6设射影平 面心上 共线的四点， A ， 
丑为通 常点，羞与及， C - 专5， D ^ zA , B m 我们将与 （ A ， 

B ， 仍的比 値称为 A ， 圹 的 交比， 记作 ( A , %(；，/>)•即 

A D ^ ^ ( A , B ? C ) AC AD AC DB 

> U ) ^{ A t B , D ^ ~ CD ■ DB - CB AD • 

• (7.8) 

若 A ， B ， C 各不相同，则 规定： 当 D = B 时， （ A ， 小 C ，_ D ) = 0. 
有时也把交比称为二重比. 

我们也可以给射影平面上共点的四线规定它们的交比.设 L 
k 〖 3 ，〖4 是通过点0的四条直线， ^2. 任取一条不过0的直线 
I ,设 z 与 h 相交于次(1_二1,2;3,4)，如果(4，/ 2 ;>1 3 ，>4 4 )有定 
义，我们就规定共点四线匕山名人的交比为： 

(^1;^2>^3>^4) ： ~(^1 f -^2 y ^3，义 4). (7.9) 

但是耍证明这个定义是有意义 
的，即，这样定义的交比与截线^ 
的选取无关.为此在^上取定一 
个仿射标架[0;~, 心], 设直线 
G 的齐次坐标为（仏1，如，％3)，点 

A 的荠次坐标为（〜，〜，〜）， 
»’ = 1，2,3,4. 因为根据三 

线共点的条件（见习题 7.2 第3 

题），得 

^3； = ^1^1； "*" 

U = 又 2"1 j + /^2"2 j ， / " 1^2,0, 
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又根据在仿射坐标系中，若点与 M 2 ( x 2 , y 2 ) 的连线与 
直线 Ax + B ^ + CsO 的交点为 M ， 则 

M X M Ax x + J5j/ t + C 
MM 2 ~" Ax 2 + By 2 + C ? 


« 



因此，我们得到 


a 


yV t v 4 

...I—- _■■•_，■-!>■ ■ 

a 3 a 


3 


W • 


n 


a 


a 


13 


nsz 


12 


a 



13 


^33 


"31 


a 


21 



a 


^32 


a 

s _ 

a 


22 

23 



巧33 


于是有 



(’1，G 山，名 4) = ( ^1 9 ^2 } ^3? ^ 4 ) 


-^1^3 • ^1^4 

乂 3八2 ^4^2 




"1 又 2 



u 




(7.10) 


由此可见，这样定义的共点四线的交比只与这四条直线的相互位 
置有关，而与截线〖的选取无关. 

设 [ P ] 为一点列，0为 [ P ] 外一点，则 PoOP 是点列 [ P ] 
和线束 [0 P ] 之间的- 一一 对应，幷且把线束 [0 P ] 称为点列 [ P ] 在 
0上的射影（或 [ P ] 以0为中心的射影），把点列 [ P ] 称为0在 [ P ] 

上的截影， 
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根据上面共点四线的交比的定义不难 看出： 交比在上述射影 
和截影下保持不变.由此可以推广前面所述的交比的定义，免除 
前面定义交比时所加上的某些元素不能是无穷远元素的限制•共 
线四点若各不相同，幷且则可以把 
它们的交比规定为它们在某个点0上的射影0/， 
ob ，( X 7, od 的 交比； 共点四线 m ^ 4 ， 若各不相同， 

幷且则可以把它们的交比(^汄山丄）规定为它们在某条 
直线£上的截:影 Pi , P 2 , P „ Pa 的 交比. 这样规定的交比仍然包 
含前面的定义作为特例，幷且具有性质：交比在上述射影和截影 
下保持 不变. 这样一来，我们在讨论交比的性质时，总可以假设 
它 (f 1是共线的四个通常点的交比，这是因为共线的四个点如果它 
们中间有无穷远点，我们总可以经过射影和截影把它们变成共线 
的四个通常点（见图 7.9). 



由于交比在射影和截影下保持不变，因此交比在中心投影下 
保持不变. 

我们已经会用直线的齐次坐标计算共点四线的交比(见公式 
(7.10))，现在我们来讨论如何用点的齐次坐标计算共线四点的 

交比 • •， 

定理 7. 2设射影平面％上的共线四点其中 A ， 
各不相同，幷且设 A ， B ， C ， D 的齐次坐标分別为 

C a i ，〜，〜） ，（办 1，&2, ，卩2，。3)， C ^ l ) > ^3^ 9 

幷且 


258 





则 


e ■二 4 - d \- 又 2 a ; + / i 2 ^ i > t 二 1，2 ，3, 


( A , B ; C ， D ) = 



(7.11) 


证明在直线乂月外任取一点 p ，设它的齐次坐标为 
( Pll p 2 , P 3). 则连线 PA , PB ， PC ， PD 的齐次坐标依 次为： 



/| P 2 a 2 一 |厂1 a i | Pi ° 1 \ 

VI p 3 V’—lp 3 a z \ T \p 2 a 2 \)' 

(\ p 2 b 2\ _ ipi bi \\ Pi &i iy 

\lp 3 ? !p a \p z b 2 / 

入 6 丄 Mi & 2 j Pi ^ i a i 4_ | Pl 又 

+ 卜一 V3+MiW’Ip 2 V2 + h^l 



A2 ^ 2 "2 办 2 彳 

入 2 a 3 + ^2^3 


I Pi 

P 3 


又 01 + "2 办 1 
A 2 a 3 4 Ms^3' 


I Pi 又 + "2 办 1 

p 2 A 2 a 2 + t^2 



显然有 


Vt ^2 + ^l b 2\ 一 A 「2 
p 3 K x a z ^ ii x b z \ 1 P 3 


! P2 
+)1 

^3 1 P3 



等等，于是 rti (7. io ) 得 


(A,B J C,D)^(PA,PB 5 PC,PD)=^yJ；. 


共线四点的交比还可以通过另一种形式来计算 • 

^理7.3设 A , B , C , D 是射影平面％上的共线四点，其中 

义沒/各不相同，幷 R . 在此直线上取两点 P ， Q ， 它们 

的齐次坐秘分别为 

( Pi ， P 2 ， P 3) ， （ A ，々2，磚3); 

A ， H ， C ， D 的齐次坐标分别为 

{ a lf a 2 f d z ) f 0 lf b 2 , b 3 ) T ( c lf c 2 f o s ') f (^ 1^2 ^ 3 )? 


幷且设 
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a i = ^iPi + 


hPi + 


c 


又 3 Pi + ^3^1? ^i = 又 4 Pi + "4<7 i 


, 3 ; 


则 


(V ， D) 



又 3 


又 2 

K 

1 "! 

■ _ 

lh 

• 

t 

"2 

"4 

又 4 

• 

又 2 又 3 

Ml 

th l 


lh 

/V 


(7 12) 


证明因为点乂与 S 不同，所以（^/^与以^/^不成比例， 


从而 


d 




k 


2 


"1 

fh 


0 


4 


由已知 ， a t ™ ^lPf + h + "2心，所以 


p 


a 


Mi 


b i 


" 2 


d 


A 


A 


bi 


1,2,3. 


从而 


c i " 又 3 Pi + l^zQi 


A 3 

a i 

lh 

. u 3 

又 1 a i 

d 

b i 

lh 

+ ~d 

A 2 b { * 


^ 1 [(又 3"2 — 乂 2"3 ) a i + (又 1"3 _ 又 3" i ) 办 i ]，*• 


,2,3. 


类似地有 


d l C (^4 / ^2 ~ ^2 f l A^ a i + (又 1"4 — 乂 Wl )/、]， 


1，2, 


所以 


(V ， D) 


J 1 ( 又 4"2 —又 2"4) 又 3 " 


又 2"3) 


d _1 < AM 4 -又4"1) / ^ -1 (又 1" 3 - ^ sM . l ) 



义 3 

_ 

又 2 又 4 

lh 

"3 


i"2 

上 4 」 


a 4 

« 

r ■ j ^ ■ j 

又 2 

叉 3 

in 

^4. 


l 1 % 

fh 


260 



从定理 7.3 不难得出交比的下列 性质： 

(1) (C,D.A,B) = (A,BjC,D)= ( 丑 , A;D ， C); 

(2) 若 D 与 B 也不同，则有 

■ 

(5, A ? C , D ) = D ) = ( Z , 丑; D ， C ); 

(3) ( A , C ； B , D ) = 1 - ( A , B 5 C , D ) # 

不难看出，对于共点四线的交比也有类似于定理 7.3 的计算 
公式和上述三条性质. 

共点四线的交比还有一条重要 性质： 设0是％上的通常点， 
A A 是共点于◦的四条不同的直线，用表示直线 G 绕 
0转到 h 的角度，则有 

n 1 1 1 \ sin < l i > h > 严认山〉 , 7 ”、 

(G A ^hJO = sin^^/ sin<7 4 ；/ 2 >* < 7 - 1S) 

这个公式的证明留给读者（见习题 7.3 第 8 题). 

3.2 调和点列与调和线束 

交比为~ 1的情形是一种重要的情形. 

定理 7. 7射影平面上共线四点 A，S，C,D， 如果满足 （A，h 
C y D )= -1, 则称它们是调和点列，其中点 D 称为 A，S，C 的第 
四调和点，幷且称点 D 是点 C 关于点偶的调和共轭点. 

由于 




QA f B^D t C ) = 



( A f B ； C f Dy 


所以若点 D 是点 C 关于点偶〃， B 的调和共轭点，则点 C 也是点 
D 关于点偶 A ， B 的调和共轭点，这时称 C , D 关于 A ， S 调和共 

轭. 

由于 （C，D;A，B) = (A，S;C，D)， 因此如果 C，JD 关于 A， 丑 
调和共轭，则关于 C ， D 调和共轭.此时称点偶 C ， D 与点 


261 



偶 A f B 彼 此调和分割， 

由交比的定义以及交比在射影和截影下的不变性可以看出， 
任给共线的三个不同点 A ， 丑， C ， 它们的第四调和点一定存在幷 
且是唯一的， 

设 A " 是％上共线的三个通常点，如果 C 是线段 AB 的 
中点，则从 （ A ， S ;(7， D )= -1 可以推出 D 为直线 AB 上的无穷远 
点.这说明线段的中点 C 关于 A y B 调和共轭的点是莳线 AS 
上的无穷远点，从而直线 AS 上的无穷远点关于 A ， B 的调和共 
扼点造线段 AS 的中点 （注： 所谓线段指的适直线上>1 
与 S 之间的不含无穷远点的那一部分）. 

类似地，共点四线如果满足 

则称山 是调和线束， 其中 V 称为 M A ， z 3 的第四调和线. 

同样，任给共点的三条不同的直线，它们的第四调和线存在 
幷且唯一. 



设0是％上的 
通常点， 

是通过点0的四条 
不同的直线，如果 
匕是 G 与所夹的 
一 个角的角平分 

线，幷且(《1，纟2 > H ) 
= — 1,则山公式 
(7.13) 可以得出 


G 是 G 与 G 所夹的另一个角的角平分线（见图 7.10). 这说明 V 与4 
所夹的两个角的角平分线关于调和共轭. 

任给共线的三个通常点它们的第四调和点可以按 
下述步骤 作出： 

在直线 AS 外任取一点连接在直线 SC 上 
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图 7.11 


取一点 G (今 : C ；，、 V )， 连接 AG ， 它与幻？交于 E , 连接 5 G , 它与 
交于 F . 则 H M ZB 的交点乃就是 A ， S , C 的第四调和点. 

证明 设的交点为 //. 先后考虑以 S 为中心的线 

東和以 C 为中心的线束可以 得出： 

( A , B 5 C , D ) = ( SA ^ B ^ SC ^ SD )^ ( F ， E ; II ， D )， 

( F ， E ; H ， D ) = ( GF ， GE ; GH ， GD ) = ( B f A . C f D ), 

从而 （ A ， B ; C ， D ) = ( S ， A ; C ；， D )， 再用交比的性质 （ 2 )， 可得到 
( A , B . C , D )2= i , 假如(乂,丑/，/)) = 1，则得 W ; S ， D )= 0 , 

从而 ( A , C , B ) = o , 于是 A = B f 这与已知矛盾.所以必有 
iA , B . C , D ^= -1，从而 D 是 A ， B ， C 的第四调 和点. 

习题 7.3 

1. 在射影平面％上，设共线三点 A , B f C 的齐次坐标分别 
为（1.2,5)，（1，0,3)，（一 1，2, - 1)，在直线 AB 上求一点£>使得 
交比(乂，万;= 5. 

2. 在射影平面％上，三点 A , J 5, C 的齐次坐标分别为 
(1,4,1),(0,1,1),(2, 3, -3), 证明 A ， B，C 三点共线，幷且求此 
直线上的一点0使(4，^8;(：，£))=-4. 

3. 在射影平面％上，给了共线的四个通常点的仿射坐标 

^(2,- 0, 丑（-4,5), C (4，— 7)，以0，-1)，求它们的交比 
( A , B , C , D ). 

4 在射影平面％上，设共点于0的三条直线的齐 




次坐标分别为 （―1，0,2)，（3,1， -2),(1,1,2), 求通过0的一条 

直线 L 使得交比 A 火山人- 3, 

5. 在射影乎面冗 。上， 五个点的齐次坐标分 
别为（3, 一 2,4),(1,0,0),(0，1,0), (0,0,1), (1，1，1)，求直线 

的交比 • 

6. 设 A , B ， C ， D ， 丑是共线的五点，幷且两两不同，证明 

7 . 用交比 ( A , B ; C ， D ) 表达这些点按任何其它顺序所取的 
交比. 

8 . 设0 是％ 上的通常点， 足典 点于0的四条不 
同的直线，用 〈〖 i 山〉 表示直线 A 绕0逆时针转到 G 的角度•证 

明： 

n I / f S ^ iJ 3> /^ n </ 1> / 4 > 

( D 2 山， 【4) - sin < z 3 , z 2> / sin < z 4 , Z 2 >. 

9. 若 h ，〖 2 A 人是贫。上的调和线朿，幷且〖3与 G 互相垂直， 

证明： 是 G 与4的夹角的角平分线 • 

10. 证明： 在欧氏平面 巧上， 已给一个圆上任意四个不同 
的固定点岑，乂 2 ，乂 3 一 4 ，则它们到圆上任意第五点 P 的联线的交 

比 ( pA , pa 2 ; / m 3 ， p a 4 ) 是常数，与 p 在圆上的位置无关 • 

■ 

§ 4射影坐标和射影坐标变换 

4.1 点的射影坐标 

在 § 1里我们在扩 大的欧 氏平面 ％ 上定义点的齐 次坐 标时， 
用了欧氏平面 A 上的仿射标架 [ 0 l ;« l ， e 2]. 我们自然希望能够直 
接用射影平面％上的元素（“点” M 乍为标架，也就是说，要在 

射影平面心上建立射影坐标系 • 

为了回答上述问题，我们先从把 0 这个模型来看，上述问题 

就 变成： 能不能用把0里的直线(这就遙 “点” )作为标架建立射 
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影坐标系？我们已经知道，把0 里 的直线 Z 完全被 它的方 向向量 
所决定，但是方向向量可以相差一个非零倍数.基于这一事实， 
我们分两步来回答上述问题. 

首先，我们仍然先在把0中取一个仿射标架，《2，《3]，这 
时把0中的每一条直线£的方向向量》在这个仿射标架下就有仿 
射挫标我们自然会想到就可以将称为直线 I 
的坐标，这祌坐标可以相差一个非零倍数.这说明只要在把0中 
取定一个仿射标架，那末把0中的每条直线就都有了坐标.但是 
我们的目的是要以把0中的直线作为标架，因此我们要进一步分 
析： 在把0中取定一个仿射标架 [0; ei ， e 2 ， e 3 ] 后可以确定把0中 
的几条直浅？显然~， 2 ，心分别确定了把0中的三条直线 J 3 , 
其中 e i 就是的方向向量，干是的坐标是 （1 ，0,0)， G 的坐标是 
(0,1,0)， G 的坐标是（0,0,1). 这三 条直线山称为把0中的 
基本直线（即坐标分别为（1,0,0)，（0，1，0)，（0,0，1)的直线).此 
外，若令 + + 则 e 也确定了把0中的一条直线?4，它 
的坐标是 （1， M )， 这条芮线称为把 ◦ 中的单位直线(即坐标为 
(1,1,1) 的直线），由于中任意三个向量都不共面，因 
此匕^名人中任意三条直线都不共面，这样的四条直线称为把 
0中一 般位置的四条直线. 上述 说明： 把0中取定一个仿射标架 
[ Ow 2 ， e 3 ] 后，就确定了把0中的一般位置的四条直线人， 
L ， 前三务是基本瘂线，第四条是单位 直线. 

其次，我们容易想到把上述三条基本直线 A 和单位直 
线〖4合在一起作为把0中的射影标架，但是在这样做之前，还要 
说明一件事，即如果我们在单位直线 Vh 取另一个方向向量^, 
幷且在基木直线 I :取方向向量 < 使得 6/ = e ；+ e , 2 + c ；, 那末 
我们又得到把0的一个仿射标架 [0 ;<，<， <] ，于是把0中每 
一条 直线/ 在这个仿射标架下也有雄标 (< 这是£的方 
向向量》在，<]中的坐标.而且对于这个仿射标架， 

欠人 人人 的坐标分别为 （ l ， 0 , 0 ),( 0 , l ， 0 ),( 0 , 0 , l ), a ， l , I \ 因 


嶙 
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此对于&个仿射标架，仍是墓本直线， G 仍是单位直线. 
旣然对于三条基本直线和一条单位直线可以得到不同的仿射标架 
[0 ; t . e 2 ，《 3 ]和 [0 ; ee K ] ， 那末我们必须说明把 o 中每一条 
直线！的方向向量》分别在这两个仿射标架下的坐标 （ AAA ) 
和 （ x ; , x ' 3 ) 是成比例的，这样才能把上述三条基本直线和一条 

单位直线合在一起作为把◦中的射影标架.现在就来说明乂 2 , 
h ) 和 OK ， x ' 3 ) 为什么是成比 例的： 因为^和 e 都是的方向 
ImJ m * ,所以可戊二 Ae. 同理可设 t-1,2,3. 于是 

I 

H 

e / ^ e \ + e 2 ^ A 2 Co A 3 c 3 , 

父有 c ’ 二又 e - i - e 2 +它3)，因此， 

又 1它1 卜又2好2 +又3炫3二又+ A ©2 ^又右3， 

从而得 A i = A，i = l ， 2,3. 所以， 



山此得出 ，\ 二； { x \，i = 1,2,3. 


综上述，我们可以给出下述定义. 

定义 7. 8设 【1，【2人，“ 是把0中 一 '般位置的四条直线， 
在无4 _ b 取一个方向向量 e ， 然后在 G h 取方向向量=1,2，3) 
使得0 = 6 + 02 + 々（见图 7.12). 称是基本 直线， 称〖4是 


单位直线， 称 [GA 上山]是把0的一组基底(或一个 射影标架）， • 

把0中每一条直线 Z 的方向向量 
在仿射标架 [0 ; € 1 ， e 2 ， C 3] 下的 
坐标 Ol '2， h ) 称为〖在基底 
[ Hi 3 ，〖4] 中的齐次射影 坐标， 
简称为射影 坐标. 

显然把0中的直线 Z 在基底 

中的齐次射影坐标 
不唯一，但它们成比例.不同直线在同一基底中的齐次射影 坐:标 
不成比例，基本直线的齐次射影坐标分别为（1，0,0)， 



m 7,12 
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(04,0),(0,0,1)? 单位直线的齐次射影坐标为 （1，1，1), 

现在来看扩大的欧氏平面％上如何引进射影坐标系. 

在欧氏平面 巧外取•点 0，于是扩大的欧氏平面上的点 
和直线分别与把0的直线和平面有一个一一对应，显然，把0中 
一般位置的四条直线对应于％ L —般位置的四个点(即，其中任 
意三点不共线），干是容易想到下述定义. 

定义 7. 9在扩大的欧氏平而上取定一般位置的四个点 
A ，4， 八/ ，在 〜外 取-点 0 • 对于％上的每一个点从,我们将 

I 

直线 OM 在把0的基底 [OA^CM^Oy^OE] 中的齐次射影坐标 
(^，心,々)称为点 M 在％的基底齐次射影坐 
标， 简称为射影坐标.基底[4,4，乂 3 ，五]中的前三个点称为基 
本点， 第四个点称为 单位点. 





显然，態本点，乂 3 的射影坐标分别为 （1 ，0，0) ,(0,1,0) 
和（0,0，1)，单位点丑的射影坐标乂 KH 1). 直线 AM2M2AS ， 

构成的三角形称为 坐标三角形‘ 

现在来说明上述定义与 A 外一点0的取法无关•在上取 

一个方向向 Is 在 OAii : 取方向向量 = 使得《 = 6 

+ e 2 + e 3 . 设 (5] G 在仿射标架 [0 ;&，〜， e 3 ] 中的坐标为 ， h ) , 
由定义 7.8 和定义 7.9 知， （&， h ,3 c 3 ) 就是点 M 在基底 

p 

幻中的 射影坐标.设直线与皂、交于点、，设直 
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线 与 AiA 2 交于点 M 12 (见图 7.13) .由于 0 A 12 , 0 A ly 0 A 2 

共面以及€ 2 ，<^ 3 , 0?共面，于是可以得到 ol ^ = A ( i , i ， o ). 

类似地，由#2,(5^， g 共面以及 ol $ 2 , 共面，可 

得 OJV /^^ OyhO ). 于是04,0乂 2 ,04 12 ,0从 12 的方向向量分 
别为 f 2 ,1 + e 2 , x iei + x 2 e 2 t 在平面 0A / 2 上取仿射标架 
[ 0 ; e i ，《2]， 则 的齐次噔标分别为（0,0，1)， 

( l ’ OAhCOJAhCHhhOnXhq ) .易求出直线 OAnOAa , 
0^ 2 ,0% 2 在齐次坐标中的方程，从而可得它们的齐次坐标依次 
为 （0,1 ，0)，（ — 1 ,0,0) ,( — 1,1,0),( 一 x 2， x i ，0). 显然有 

-1、/0\ /-1\ /-^ 2 \ /0\ /-] 

1=1+ 0， x t = ^ 1 + x 2 o 

J IJ ( J I (J U l 0 

于是由公式 （7.10) 得 

(OAj f OA 2 fOA 12f OM l2 ) - — 1 

X 2 

所以 （义1 ，乂 2 ; 乂12，从12) = :文2 (这 里设从 不在乂 1乂3线上） • 

类似地，对于不在 A / 2 线上.的点 A /， 有 ( A 2 , X 3 ; A 23 , A / 23 ) = x 2: 

X 3; 对于不在线上的点於，有（乂3,力1; 乂31 ,从31)=欠3:欠1. 

由此可见，对于不在直线上的点从，它的射影 
坐标中巧：:^心^七:七分别等于上述三个交比；而 

线上的点於(:^，0，1 3 )，有等于交比； 或 A 2 A 3 线 

上的点 类似. 因此％上每个点在基底的射影坐 
标与0点取法无关 (Oe A ). 幷且点 M 的射影坐标的几何意义 
为： 





X l - X 2 — (^1 ,^25-^12 ，•^ " l 2)， 
欠2 :太3 =(义2，义3 ; 乂23 ’ 从23)， 

工3:尤1 = (乂3, 乂1;乂31，■^31)， 
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其中点 乂12 是直线 乂3 它与 W 的父点，点从12是直线与乂^2 
的交点，等等. 

不难看出，§ 1中点 M 的齐次仿射坐标是在特殊基底 
[4,皂，八 3 ，幻中的齐次射影坐标，其中皂是无穷远点，忠 ， E 
是通常点. 

注意在一般的基底下，不能用点 M 的射影來标 中％ 足否为 
零来判定 M 是否为无穷远点. 

设点 M 在基底[4，乂 2 ，>4 3 ，五]下的射影光标为 ( AAA ), 
则显然有 



即任一点 M 的射影坐标等于三个某本点的射影坐标的线性组合， 
幷且组合的系数恰好就是 M 的射影坐标^1^2 ,^3. 


4.2 射影坐标变換公式 


设允。上有两个基底：I [八， A y II 1 ^3 I. 

设巧上点 m 在基底 i 中的射影坐标为(心 ， x 3 )， m 在基底 n 中 
的射影坐知为 (^1，0* 我们来讨论，^2，*^3)与 Cl，’2 ，0 
之间的关系. 

在〜外取一点0，把0中相应地有两个基底[0次, oa 2 , 
0 A 3 ,0£] 和 [ oa ;， oa 〗， o ^ 3 , oe /]， 对于这^个基底分别取它 

们所对应的一个仿射标架 I [0;&' 2 ,6 3 ] 和 1![0 ; 4 ， ^ 2 ,6 ;]， 于 


是在仿射标架 I 中的坐标为 （ Ax ^ Ax ^ Axs )，0 M 在 n 中的坐 

标为根据欧氏空间中的仿射坐标变換公式 

知道，存在非奇异矩阵 A =( flii )， 使得 

Xx x 


Xx z 



22 



32 
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也就是 



(7.14) 


其中 P 是非零实数，对于不同的点， P 的値不同.公式 （7.14) 就 

h 

是点的 射影坐标变換公式， 它表明点 M 的 I 坐标可以用它的11_坐 
标的一次齐次多项式表示，即，点的射影坐标变換公式是线性 
的.公式(7.14)中的系数矩阵义=(七 ; 0可以用待定系数法求得. 

例 7. 4设射影平面沉0上取了两个基底； T [义，八/ 3 ，幻和 
ULA \, A , 2 ^^ E ^ 9 已知点 M ，圮， 在基底 I 中的射影 
坐标分 别为： （1,-1，2)，（2,0，1),(-1，2,4)和（1,-1，0).求基 
底I到基底 n 的点的射影坐标变換公式. 

解所求的射影坐标变換公式形如 （7. 14)，其中的系数矩阵 
乂 = ( a i i) 可以用待定系数法求得. 

因为 >^的 I 坐标是 （i,-i，2), n 坐标是 u ， o , o ), 所以 rti 


(7.14)# 



于是得到 fl ll = ^21 " — Pi ， ^31 = 2 pi # 

类似地，分别将 A ' 2 , 圮的 I ,n 坐标代入 （7.14) 可以 求得: 

a i2 ^ 2/>2 ， fl 22 = 0 ― p2f a i3 = _ P 3 ， ， a 23 = ^P3? a 33 = ^Pz. 

将的 i , n 坐标代入 (7. i 4) 得到 


f^U + ^ 12 + — p 4 ? 

^ a 2 \ + Q 22 + ^23 二 — P4 ， 

a si + ^ 32 + n 33 =： 0 # 

然宿把屮;•的値代入到上述方程组中得到 

f Pi + 2 fiz — Pa - 0 9 

4 ~ P\ + 2Ps + P4 = 0 ， 

c 2pi + P 2 + 4p3 — 0 m 
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解方程组 （7.:15〉 得 



Pi — ^ = 一 if 4 ， 

其中 P4 可取任意非零实数.取 Pf ] 5，得 Pi = 7 ， p 2 = 2，/> 3 = - 4. 
从而得到 

^11 ~ 7 ，以 21 = — 7 ^31 " 1 4 J ^12 ^ 4 J ^22 ^ 0 J ^32 — 2 ； ^13 4 ; 

a 23 = 一 8 ,^33 ^ — I 6. 

所以从基底 I 到基底:1[的点的射影平标变換公式为: 



邦中 P 为非零实数. 


4.3 直线在射影坐标中的方程 


设相异两点 P . Q 在基底 DVZ 2 ，A，^] 中的射影坐标分别为 

(P1,P2，P 3 )，（A W2 W 3). 点 在直线 上的充分必 

要条 件为： 把◦中相应的直线 OM，OP，00 共面，从而有不全为 
零的实数#使得它们的方 向向量 适合： v M =： kv p + 


"%,即 


或者有 


展开得 



(7,16) 


+ r] 2 x z + " 3 x 3 = 0, 


(7.17) 


其中 
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P 2 ^2 

Hi = ， "2 =— 

'P$ Qz ' 


Pi 

(fi 

? ^3 ~ 

Pi 

Qi 

P3 

Qz S 

Pz 

Q2 1 


不全为零（因为户汐是相异两点，所以 hi %)， 这说明：直线 
在射影坐标中的方程 （7.17) 是三元一次齐次方程.反之，易 
看出，任意一个三元一次齐次方程（在射影坐标系中）都表示射影 


平面上的一条直线， 

(7.16) 称为直线 PQ 在给定射影坐标系中的参数 方程. 

容易看出， Vl x l + Vz x 2 + - Q .^ ( t ) 1 x l + Ci) 2 X 2 + (x) 3 X 3 = 0表示 

同一条直线的充分必要条件是 （^1 ，如而）与 （ W 1， W 2， W 3) 成比例， 
因此可以将 （ H %) 称为直线+ n 2 x 2 + n 3 x s = o 的齐次射影 
坐标，简称为射影坐标. 

由上述讨论还可 看出： 

(1) 射影平面上，设三点的射影坐标分别为 
(Pl f P 2 f Ps ) , (<7 l ,^ 2 ^ 3 ) » < r i , r 2 , r 3> ? 则 P ， Q ， 尺三点共线的充分必 
喪条件为 


Pi < 7 i r i 

P2 Qz ^2 ~ 

Pz Qz r 3 


(2) 射影平面上，设相异两点的射影坐标分别是 

■ 

( Pi ， P 2 ， P 3) ，（々1 ，分 2，*?3)，点只的射影巫％;是 （厂1 ，广 2 ,?* 3 )， 则点 

与典线的充分必要条件是存在不全为零的实数使得 



i 齊读者利川射影平面的对偶原理写出关于射影坐标的三线典 
点的条件. 


4.4 用射影坐标计算交比 

在§ 3中我们曾经泠出了用齐次坐标计算交比的公式（ 7 ，11) 



*(7.10). 瑰在我们来说明这两个公式在射影坐标 下仍然 成立. 

定理 7. 4设是射影 平面％ £典线的四点，其中 
乂，丑， G 各不相同，幷 J 1 人设 A ， H 乃 在任一 基底 I 

[ Aj ， j 4 2 ，_ A 3 ，£]中的射影 坐标分别为 （<^ ， f 22， fl 3) ，（&1，&2， & 3)， 

(Cl ,<?2 ， C 3) ， （ A ，^2 ^3)，幷且 

~ 4- /^ i^t ? — 又 2A + ~ 1 >2,3. 

则 

( A , B . C , D )=^- 2 C 7.1 B ) 

A *2 / Mi 


证明在％上取基底 E [足， B 2 ， S 3 ， F ]， 使得乂，尽都为无 
穷远点，则在基底 E 中的射影坐标 «， a ' 2 ， a ' 3 )， 
(^，^，^，^，^，^，^，^，^也就是它们的齐次坐标.设 

c\ ^k\a\ + ii\b f ^ d\ ^k f 2 a\ + ii f 2 h\, /= 1 ， 2 , 3 . 


则由公式（ 7 . 11 )得 


( A ， B ; C ， D ) 



设基底 I 到 n 的射影坐标变換公式为 


x 



P[ ^2 

父 3 


H 


2 


U 


其中//是非奇异矩阵.于是由 q = AiA + zi / i 得 


1 


P 


kP \ 1 ^ 




thPV H 


r 

3 


所以 


^ 1 — 儿 i 1 ， — IHPzP 2 ' • 


同理可得 M = A2P4PT 1 ， l^z ^ M2P4P2 2 . 于是可以算出 
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从而 <7.18) 成立. 

类似地，关于用齐次坐标计算共点四线的交比的公式 (7.10) 
在射影坐标中仍然成立. 

此外，由公式 （7.12) 的推导过程可以看出，旣然公式 （7.11) 
在射影坐标中也成立，因此公式 （7.12) 在射影坐标中同样 成立. 
幷且对于共点四线的交比类似干 （7.12) 的公式在射影坐标中也成 

立. 


A 




点的非齐次射影坐标 

定义 7. 10 在射影平面上取 
一 个基底[乂1，乂2，/3，五]，对 
于不在直线上的点 

令 





则称是点％ 的非齐次射影 


图 7.14 坐标 • 

由前面谈到的点 M 的齐次射影坐标的几何意义知道 

• -^3 = (-^1 > ^3 > -^13*13) ， 尤2 :尤3 = (义2 ， 乂 3 ; 乂23 ， 从 2 3) • 

因此，点 M 的非齐次射影坐标实际上就是交比 • 

取另一 基底 n ，/' 2 ， A ' 3 ，£/]，对于旣不在直线 A x A 2 hf 

又不在直线上的任意一点 m ， 设它在 I ， n 中的齐次射影坐 
标分别适 （ h ^ 2 , x 3 ),( x ； ，/ 3 )，非齐次射影坐标分别是 { x ^- y ， 


, 〆 ），则 




由齐次射影坐标变換公式 (7.14) 得 

3 

P^i — 江 i j ， £ = 1 ， 2 , 3 . 


274 



从而得 

( Y — +a l 2 y f +a 13 

I ^ - f f f 

a Z\ X + ^32^ + a 33 ' (7 19) 

_ (hix f + a 22 y f + <^23 

CL ^ X f + ^32^^ ■*" ^33 



这是点的 非齐次射影坐标变換公式， 它表明点％在基底 I 中的非 
齐次射影坐标^ y 可以用它在 n 中的非齐次射影坐标 f ， 〆 的分 
式线性函数表达. 


习题 7.4 

1 . 设在射影平面的一个基底I 里给了点 (4 ， - 2， 3) ， 

丑2(5,2,0)，丑 3(1 ，3, 一 2) ,F(1 ，1 ，0) ，M(1，1，- 1) •证明点 A ，丑2, 

b 2 , f 是一般位置的四个点；幷且求基底I到 nPoAJhF] 的 
射影坐标变換公式；求 m 在基底 n 中的射影 坐标. 

2. 在射影平面上，求从基底1[\，皂，/1 3 ，£]到基底11 
[4 3 ，次，£:， A 2 ]. 的射影坐标变換公式. 

3. 在射影平面上，设点 F 在基底1[4/ 2 / 3 ，£]中的射 

影坐标为（ £ 1 ， e 2， e 3)， 幷且八 ，义2 ，乂3是一般位匱的四个点，求 

基底I到 n [A ，忠，、， G 的射影坐标变換公式. 

4. 在射影平面上取四点圮（1，2，1)，丑 2 (1,1，0)， B 3 (2,l, 
1) ,F((M,7)， 求点 M(l，l，l ) 在基底的坐标 • 

5. 证明帕普斯 (Pappus) 定理：设尔圪 0;"，以，&分别 
达直线 G 和 i 2 上的三个点，幷且均与 G 和4的交点 D 不重合，设 AS / 

与交于点 P ， 与以 C 交于点 Q ， CLV 与交于点及， 

•• 

则 P，Q , 只三 点共线 • 

6. 在射影手面上取一个基底[次，/ 2 ，^4 3 ,£]， A 23 是直线 

小£:与 A 2 A 3 的交点，求直线 A 2 A 3 上的一个点 P 使得交比 
( A 2 , A 3 f A 23 f P ) = a t 

7. 在射影平面上给了 一个三角形 AAA， 设4，匕,匕分 
别在直线上，但是都 不和岑 ， v4 2 ，A 3 重合，而 


奢 
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图 7.15 


Ql ， Q 2 ，<?3 依次为 Pl ， 
■^2， P 3 对于 

■^3, A ; ’ I ，"^2的调和 
共轭点.证明 •. 
-^iQl -^3^3 共 

点的充分必袈 
条伴是匕' 2 ,4典 


线. 

8. 在射影平面上，欠，4和巧， P 2 ， P 3 的意义同第7题， 

但是 

( A 2 , A 3 jQ , , P x ) = , ( A 3 , Aj \Q2,Pz) — e 2 f (^l f ^2 ?^3 ， p3) = e 3 • 

证明：若 Px , PiJ \ 共线，则 A ，仏， Q 3 共线的充分必要条件是 
^1^3 = 1. 又如果^，^，心在扩大的欧氏平面的无穷远蒽线上， 
那末上述命题的几何意义是什么？ 

9. 在射影平面上，设4，乂3 ，户1 ，尸2 ， p 3， h ，仏 ， Q 3 的意 
义同第8题. 证明： 若 f 2 ， p 3 共线，则次 Q ,, x 2 Q 2 , A 3 0 3 共点 
的充分必要条件是 v 2 e 3 = -1. 又如果在扩大欧氏平面 
的无穷远直线上，那末土述命题的几何意义是什么？ 

*10. 射影手面％上，由一般位置的四个点(称它 
们为顶点)和由它们两两相连的六条直线（称它们为边)构成的图 
形称为完备四点形.不在同一顶点上的两条边称为对边；对边的 
交点称为对角点，如图 7. 16中， 五， F ， G 均是对 角点. 

(1) 证明完备四点形的三个对角点不 共线. 由这三个对角 
点确定的三角形称为完备四点形的对角三角形 • 

(2) 证明完备四点形的任意两个对角点调和分割它们的连 
线和另外两条边的交点. 

*11. 在射影平面上，完备四点形的对偶称为完备四边形.叙 
述第10题的第 （ 2 ) 小题的对偶命题，幷且说明调和线束的作图 
方法 • 
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§5 射影映射和射影变换 

本章一开头曾介绍过中心投影，这一节我们要来讨论作为中 
心投影的推广的射影映射. 

L 

5.1 射影映射的定义和性质 

首先我们来讨论中心投影的坐标表示.设 r 是从射影平面％ 
到巧 的投影中心为0的中心投影，在％上取定一个基底 [4, 2 2 , 

在心上取定一个基底 [ A ,%, 仏， F ]. 设次,£在£下的象 
分别为 A ，以，则 [A , A ' 2 , A ' 3 ，以]也是 A 的一个基底.从射影坐 
标的定义容易看出，点 M 在中心投影 T ： 下的象点在基底 

中的坐标与点 M 在基底 [ A ， A 2 ， A 3 ，£] 中的 
坐标 （ A ，4,义）相同.设巧的基底到基底 
[ A ^ A ^ W /] 的坐标变換公式中系数矩阵为 A =( 叫) ，则点 iVP 
在基底丑 3, F ] 中.的坐标 0;， x ;, x ' 3 ) 与 W 在基底[>4;,乂' 2 , 
/' 3 ，五 / ]中的坐标0 1 ' 2 ' 3 )之间的关系为 

) j a il a i2 a XZ \f Xl \ 

* I a 2l a 22 a 2S 1 X 2 U (7 4 20) 

\a 3l a 32 l\x 3 J 
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图 7.17 

由于 ( a ， a ' 3 ) 也是点 m 在基底[八，皂，八,幻中的坐标，因此， 
(/。(^也表明象点…在基底^^足/^/^中的坐标％,%，％) 
与原象 M 在基底[4，>^，/ 3 ，幻中的坐标01'2，^3)之间的关系， 
从而（7.20)是中心投影1：关于贫 () 的基底0 1 ，/ 2 ,八，£]和5? 1 的基底 


[坧，5 2 ,5 3 ，幻的坐标表达式，简称为中心投影 r 的公式 • 

现在我们将中心投影加以推广，引进射影映射的 槪念. 

定义 7. 11射影平面％到射影平面巧的一个映射 A 如果它 
关于％的基底 ，皂， \，£]和巧的基底[仏,仏，仏，/^的坐标表 


达式为 



( 7 . 21 ) 


其中，％)是％上的点从在基底 [4, 皂，4，幻中的射影坐 
标，（4,4/ 3 )是％上象点，在基底(^，巧，％/；]中的射影坐 
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标， P 是菲審 实數，系数矩阵乂 是非寄异的，那耒称 a 是费。 

到 巧的一 个射影映射. 

不难证明，上述定义与射影坐标系的选择无关，即由公式 
(7.21) 定义的映射 a 关于贫。的一个新基底 [A 
新基底 [ M ， A ， 丑的坐标表达式仍然形如（7.21>的样子，幷 
且其系数矩阵 B 仍是非奇异的，丙此用 a 在新基底中的坐标表达 
式判断， cr 仍是射影映射. 

显然，中心投影是射影映射. . 

定埋 7. 5设 or 是射影平面％到 A 的射影映射，则 CT 把直线变 


成直线. 

证明 


在贫 。上 取直线^ : H +巧 2欠2 + ^?3欠3 = 0，即 


("1，"2，"3) 




( 7 . 22 ) 


用 cr 的公式 （7,21) 代到 （7.22) 中得 

( x[ \ 

(" 】， /? 2 ,r/ 3 )P A ' 1 l ^2 ^ 0, (7.23) 

易知 （H — P， 1 乓0，因此，（7.23)是4，^ 2 ,4的一次齐次方 
程，从而它表示 jfi 上的一条直线 r. 这说明直线 Z 上任一点在 a 下 
的象都在直线厂上. 


反之，由于把 （7.21) 代到 （7.23) 中就得到 （7. 22)，因此直线 
^上任一点在 cr 下的原象一定在/上.综上述， a 把直线 i 变成直 


定理 7. 5说明，射影平面％到心的射影映射 a 引起了 ％的所 
有直线组成的集合 到巧的 所有直线组成的集合的一个双射，幷且 
a 保持点和直线的关 联性. 

由于射影映射^的公式 （7.21) 与射影坐标变換公式 (7.14) 在 
形式上一样，因此完全类似于定理 7.4 的证明我们可以证得下述 
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的 

定理 7. 6射影映射保持共线四点的交比不变，卽如桌 a 是射 

影平面％到 A 的射影映射，幷且 or 把 5 T 。 上的共线四点 
分别 变成义 上的共线四点那末 

iA ， B;C ， DXA 、 B ， 'C ，， D，、. 

I 

由于共点四线的交比等于它们在某条直线上的截影的交比， 
因此由定理 7.6 可以 得到： 射影映射也保持共点四线的交比不 

变. 


5.2 射影映射的基本定理 

由定理 7.5 易知，射影映射把不共线三点变成不共线三点， 
从而把一般位置的四个点变成一般位置的四个点.反过来，我们 
有 

定理 7.7( 射影映射基本定理）设4，乂 2 ,乂 3 ，£是开 0 上一般位 
置的四个点，…/^，^，心是心上一般位置的四个点，则存在 
贫 0 到 巧的唯 一的射影映射 a 把^，^^，、/分别映成 A ，％,%， 

幷且在 cr 下，任意一点 Me % 在基底[^，^，、，幻中的射 
影坐标恰好等于其象点=口(於）€心在基底[>' 1 ，4' 2 ，， 3 ,£/] 
中的射影 坐标. 

证明 U 上取基底[力 在巧上 取基底 

[圮 , A f Zi A \ , E f \ 设射影映射 a 关于这两个基底的坐标表达式为 

/x\\ fa n a n a l& \f^i\ 
pj X ; j ：=： I 尤2 (7.24) 

\^3/ \ fl 3I fl 32 ^33 / 3f 

(7(丑）=£，，贝1] 
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P 3 







于'是得 a ，* j * = 0，当 * 与/; flj | — fl 2 2 ^33 = 2^0. 选取儿 二 1， 从而 
(7.24) 成为 

1 0 0\ /JCA 

0 1 0卜 2 • (7.24)， 

0 0 1 l\xj 

根据射影映射的定义，（7.24)/确定了一个射影映射，而且从上 
述知，把4分别映成 A ， Z '2' 的射影映射一定就 
是它.这样我们就证明了存在％到 巧的唯 一的射影映射 a 把 An 
水,4,五分别映成 A \, A f 2 , A t 3 f E \ 从 or 的坐标表达式(7.24)'可 

以得到 

hi\ jx 

p| I = X 

UR 

这说明％上任一点 M 在基底中的射影坐标 
0^^ 2 ，心)等于它的象点，在基底0' 1 ，/' 2 ,皂,£/]中的射影坐 
标 OiAK )( 注意： 与都是点的 




射影坐标）. 

下面我们指出射影映射基本定理在航空摄影中的应用.本章 
一开头我们曾指出，航空摄影时在底片上所得到的象是一块大地 
(假定地面是平的）经过中心投影以后的象，幷且由于飞机飞行时 
的颠簸，使得底片与地面不平行，因此，底片上的象通常不是地 
m 的相似图，而是变了形的图象.利用射影映射基本定理就可以给 
出矫正摄影图象的适当的方法.矫正的目的是要从底片得到地面 
的一个相似图，而地面的一张相似图就是地面％在一个水平平面 
f 上的中心投影，可以设想中心就是镜头.因此，相似图，也 

是底片5在相 E 的中心槔影下的象，而中4、探影愚一个射影映 
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射，根据射影映射基本定理，要想从底片巧得到地面的一张相似 
图兀7，只须确定 巧上一 组一般位置的四个点所对应 的/上 的四个 
点就够了，这是因为这两组一般位置的四个点就唯一确定了这个 
中心投影•具体做法 如下： 取一张准确的地形图（不必很详细）， 
在兀 i 上任意选取一组一般位置的四个点，丑/ ， D / ，在底片 
A 上找出它们的对应点木圮(：，/).然后把心和<装到灯光照射 
器上，调整它们的位置，使得义//，0正好分别照射到乂、丑人 

上.最后，把地图 <換成照相正片，注意不要变动调整 
好的位置；那么正片上印出的就是一张地面的相似图，它是由底 
片巧 经过矫正得到的. 

■ 

I 

5.3 射影变換 

射影平面％到自身的射影映射 a 称为％ 的射影变換，此时 tr 
的公式 （7.21) 中« ,0和分别造象点和原象对于 
同一个基底的射影坐标. 

由于射影变換公式中的系数矩阵是可逆矩阵，闪此由可逆矩 
阵的性质立即 得到： 射影变換的乘积还是射影变換；恒等变換是 
射影变換；射影变換是可逆的，其逆变換仍是射影变換.从而射 
影平面上的所有射影变換形成一个群，称它为射影变換群. 

关于射影映射的定理 7.5,7. 6以及射影映射基本定理对于 
射影变換同样成立. 

同样有，射影平面的一个射影变換^点变換）引起了这个射 
影平面上的所有直线组成的集合到自身的一个双射，#且 ct 保持 
点与直线的关联性. 

例 7.5 在射影平面上，求把点 A (1,0,1)，5(2,1,1), 
C <3,-1,0), D (3,5,2) 分別变成点 
C 〃(2,3,8), 的射影变換 a 的公式， 

〆 m , ( ri ^ I » 1 -p r 

解设 Pr 的公式为 




由已知条件得 




比较两边矩阵的第一行得 

“11 + 二一义1， 

= 乂2， 

3 ^u 一 ^ x 2 ~ 2又3， 

. + 5^12 十 2<^i3 = 2^4 • 

由此方程组可以得到 

几1 + 2又2 -又3 — 又4 = 0* (7.25) 

比较上面等式两边矩阵的第二行可得到 

«• 

4入2 - 3又3 - 又4 = 0* (7*26) 

比较上面等式两边矩阵的第三行可得到 

3又1 — 6又2 + 4又 a -又4 = (7.27) 

* 

联立 （7.25) ,(7. 26)， （7.27) 解得 



拜代回到上述三个方程组，即可求出的値(与 心有 关)，适当选 

r 


m 



取心的値，可以得到的公式为 




5.4 分式线性变換 


现在在射影平面上取定一个基底[忠^ 2 ，皂，£].设射影变 
換 a 的公式为 (7.21). 对于不在直线上，幷且不在直线 a 3lJCl 
+ a 32 x 2 + fl 83 x 3 = 0上的点,设它的非齐次射影坐标为 
<>，]/)，设 M 在 cr 下的象的非齐次射影坐标为 
O "， 〆 ）. 由于 


x r . 


y 


X 


二 XX 乂 2 =夕乂3, 


因此由 （7.21) 得 


# 




^ 11 ^+ a l2 y + a l3 

^31欠 + ^32^ ^33 
“21义 + ^23 

(2^jX + d^y + ^33 


( 7 . 28 ) 


公式 (7.28) 是射影变換 a 在非齐次射影坐标中的表达式，它是分 

h 

式线性函数，幷且 





^21 ^22 




fl 33 


^= o # 


(7.29) 


由此可见，射影平面的射影变換用非齐次射影坐标表达时，是平 
面的分式线性变換. 




5.5 仿射——射影变換 

考虑扩大欧氏平面％上的把无穷远直线变成无穷远直线的射 
影变換，这样的射影变換称为仿射——射影衮換， 
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取一 个仿射——射影变換 q 在％ 上取一 个基底 
I : [ A 1? A 2 , A 5 , E ^ 使得 AhAjj 假点，这时点的齐次射影坐 

标也就是点的齐次仿射坐标，非齐次射影坐标也就是点的仿射坐 
标.设^在 I 中的公式仍为 （7. 21)，由于无穷远直线％ = 0上的 
点均变成无穷远点，因此由 （7.21) 得 



(7,30) 


= 1 ，欠2 = 0 ， 则得“31 ~ 0? 取二 0， 欠2 = 1 ， 得 “32 = 0. 于 

7在 I 中的公式成为 



由于 or 的公式中的系数矩阵应为非奇异的，因此有 


从而心 3^0. 令 


a 33 




I 今 =0, 

1 


(7,31) 


c ij ~ < = 1，2,3; 7 = 1， 2*3. 

a 33 

则 cr 在 I 中的公式又可写成 



(7.32) 


其中 V = ，幷且 

^33 




乓 0. 


(7.33) 


现在考 虑①上 的任一通常点 M { x lf x 2 , x z ), 设它的仿射坐标 

j 

为以彳），贝仁设 M 在 a 下的象 M /( A ^ 必为通常点） 

x 3 x % 
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的仿射坐标为 (， ， 〆 ）.由 c 用非齐次射影坐标表达的公式 (7.28) 
得 


=o n x + c l2 y + c ls , 
=o 21 x + c 22 i/ + c 2S9 


(7.34) 


由 （7.33) 知，此公式 (7.34) 的系数矩阵是非奇异的.这说明> 
上的仿射——射影变換邱艮制到％上时，它是仿射变換 （7.34). 
在这个意义上我们可 以说： 仿射变換是特殊的射影变換. 


习 


题 



1. 在射影平面上，取一个基底求把点 
4(1,0,1), B 2 (2,0， l )， B 3 (0，1，1)， 尸(0,2，1)分别变到基点 

-^1 ， 4的射影变換°^的公式. 





在射影平面上，取一基底 
ZA lf A 2 f A 3 ? E 2 f 设巧为坐标 

角形的顶 点卓与 单位点£的连线 

跟对边的交点，求把 A , a 2 , 
、分别变成 , B 2 , A 的射影变換的 

图 7.18 公式的一般形式. 

在扩大的欧氏平面上，求出把直线心 = 0， 尤2 = 0, x s ~ 0 
分别变为直线+ Ma + ^3 = 0 (* = 1，2 ,3) 的射影变換的公式 

I 

的一般形式， 

4. 证明： 在射影平面上，以坐标三角形的三个顶点为不动 
点的射影变換的公式的一般形式是 





其中 a ，&， c 均可取任意非零实数. 

5. 在射影平面上，射影变換 cr 的公式为 
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求 (7 的不动点和不变直线. 


*6. 设射影平面上的一个点变換 a 有不动点 A 和不动直线 
上毎点均不动）， A 不在 ~_ h ， 幷且对于每个其它点 P ， 0 •把 
P 变到上一点 P ， 使得其中/> 0 是 AP 和 Z 0 
的交点， e 是常数 （# o ， l ). 证明 a 是射影变換.此时称 a 是透射， 
，为透射中心， G 为透射轴. 

§6配极，二次曲线的射影分类 

6.1 射影平面上的二次曲线 

影平 面上，射影坐标满足二次齐次方程 

a u xl 4- 0,22 x l + a 3Z X t + + 2fl l3 3 ： i^3 + 2^zZ X 2 X i = ^ 

(7.35) 

的点的集合称为二次曲线. 

显然若点从(6，々，4)在二次曲线(7.35)上，则它的任一射 
影坐标 ( Ax ^ Ax ^ A %) 满足力程 (7.35); 幷且二次曲线 (7.35) 在 

任意基底下的方程仍是二次齐次方程. 

把二次曲线方程 （7.35) 的左端简记作 Fix lt x i } x z ), 它可以 

馬成 

fl n a l2 a iz\/ x i\ 

^12 ^22 ®23 It ^2 |> 

^13 ^23 a 33/ V^3/ 

丼中系数矩阵 A =( a u ) 是对称矩阵.如果 A 是非奇异的，则称二 
次曲线 （7.35) 足非退化的，否则称为退化的. 

方程 （7.35) 可写成 

' X 1 AX - 0, (7.35〉’ 
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FOi ， 心， X 3) = Ol ， h ， X 3) 



其中； ^ 方程 (7.35) 也可以写成 

3 

I ] = 0， 其中叫 = (7.35)〃 

… . =i 

现在考虑扩 大欧氏 平面％，在％上取一个直角标架 [ 0 1^，4]， 
相应的元。的基底记作 I • 则点从在 I 中的射影坐标 (h J 2 ， h ) 就 
是 M 的齐次坐标，于是於在[0 1; 〜' 2 ]中的仿射坐标为 



设给了二次曲线及，它在 I 中的方程为（7*35). 

情形 1. ^11^22^33不全为零， 

通常点在沒上的充分必要条件为对的仿射迤标 
O ， J 0 适合 

a n x 2 + a 22 y 2 + 2 a l2 xy + 2 a n x + 2 a %z y + = 0， (7.36) 

无穷远点 N ( h ， A ，0) 在沒上的充分必要条件为 W 相应的 


上的方向 1 K X 1， X 2) 适合 


d u x \ + 


2 


+ 2 a l 2 x x x 2 -Q 


(7.37> 


这表明 ， X 2) 是 7 ^上的二次曲线 （: 
所以当 fln ， fl 22 , a 33 不全为零时，冗 


的渐近方向* 


欧 


氏平面 A 上的二次曲线 (7.36) 以及它的渐近方向所对 应的无穷 


远点所 组成. _ 

情形 2. a u = a 22 = ^33 = 0 # 则 通常点 M ( X 1 ， X 2’3) 在占上的 

充分必要条件为它的仿射坐标 ( W ) 满足方程 

2^13^ + 2^23^ + a 33 = 0 . (7.38) 

在情形2下，任一无穷远点的坐标都满足（ 7 .3 5 )，从而整条无穷 
远直线在茂上 • 因此 ， ^ fl ll = fl 22 = a 3 a =0, 则及或者由一条射 
影直线 （ 7 . 3 8 ) 和一条无穷远亂线组成’或者由 一 对重合的无穷远 

直线组成》 

总之，射影平面〜上的二次曲线没 ffl ] 种，其中9种分别 
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是欧氏芊面 >。 上的二次曲线幷且补充了它的渐近方向所对应的 
无穷远点；另外两 种是： 一条射影直线 (7.38) 和一条无穷远直 
线；一对重合的无穷远直线. 


6.2 二次曲线的切线 

现在硏究直线与二次曲线相交的情况.设直线 PQ 的参数方 

程为 

又，"不全为零 ， i = l ，2,3. (7.39) 

代入二次曲线沒的方程 （7.34) 中，得 


即 


[ 又 (Pl ， P2 ， P3) +KQi ^2^3>]^ 




k 2 F{p lf p 2 , p 3 ) + li 2 FiQ lf q 29 q{) + 2A//F(Pi ,P 2 ,PaJ U 2 J 3 ) = 0, 

(7.40) 

F(Pi ? P 2 ,Pz^ 3i ，々 2 ， h) = (Pi ， P2 ， P3)A ^2 . 


如果 RphPhpjt ) = Fiq lf q lf q {) ^ f { p x , p 2 ， p 3 ; ^ ^ 2 ^ 3 ) =0^ 
则义 a 可取任意不全为零的实数，从而直线 pq 的所有点都在二 
次曲线汐上 • 

如果 RPhPhPg )， Fiq lf q 29 q ^), F ( p lf P 2 f P ^ WW2J3 ) 不全 
为零，则 (7.40) 可确定 A # 的两个値(不同的，或相同的，或虛 
的），从而得到直线与二次曲线汐有两个交点（不同的，或重合 
的，或虛的 ）， 

定义 7. 12 若直线^与二次曲线 S 有重合的两个交点，或者 
L 整个在习上，则称 L 是习的切线，它们的交点称为切点 • 

h 

设直线 L 是汶的切线，切点 为尸. 在 L 上任取一点 Q (^), 
设的射影坐标分别是 （ PoPhPs ) 〆 ^,%，％)， △的参 数方程 
为 （7.39). 因为 L 与沒有二重交点户，所以（7.40)确定心#的两 
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个相同的値，从而得 

k 

[戶 （P1，P2，P 3 ; F (Pl>P2,P 3 ) * ^(Hh) 二0， 

由于 P 在及上，所以 ^'(PhP^Pa) = 0，从而由上式得 

4 

歹 （Pi，P 2 ,P3; ^,<72^3) = 0. (7.41) 

切线 L 上任-点0(7 1 而而)均适合（7.41)，即适合方程 

(Pl ， P 2 ,P3)A 欠 2 

\^3 

若年0，则 （7.42) 是一次齐次方程，它就是切线 L 的 
方程.若则 h,x 2 ,x 3 可取仟意不全为零的实数 
値，这意味着扩大欧氏平面上任一点与点 P 的连线都是 S 的切线 • 
二次曲线沒上的点户(；^,0 2 ,卩 3 )，如果使得 

(PijPa，Ps) 乂 = 0， 

则称点 p 是 S 的奇点. 

显然，非退化的二次曲线沒有奇点（因为 A 非奇异）. 

设直线 L 整个在没上，则仍可得到 （7.41) 式，因此仍有上述 

结论. 




(7.42) 


6.3 极点和极线 


取点 P ( Pt ， P 2 ， P 3 ) 不在二次曲线苦上.过点 P 引任意一条直 



线I，使得 L 与及有两个不 
同的交点 G，H, 作点 P 关 
于 G，H 的调和共轭点 Q , 
即，使得 = -1. 
用这样的方法所作的点 Q 的 
几何轨迹称为点 P 关于二次 
曲线没的配极，而点 P 对于 
配极而言称为极点. 

现在来求点 P(PwP2，P») 
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关于二次曲线沒的配极的方程.设是配极上任 一点， 
则直线的参数方程为 （7. 39)，它与 S 的交点 G 、//对应的参 
数値 内满足 （7.40). 设心，〜和是满足 (7.40) 的两组 
値，则 G 点坐标为 . 

(Ajpj + fi x Q \ ，久 1P2 + ^ 1 ^ 2 ，又 1P3 + " 1 々 3 )， 

H 点的坐标为 


从而 


( 入 2 卩 1 + ^2^1 ，又 2 口 2 + 弘 2 分 2 ，又 2 卩 3 + 弘 2 分 3 )， 


( P ，( hG ， H ) = 



因为= ( G ， 仏 P ，(?）= - 1 ，所以 


又1 1 又2 n 

T 一 U * 

h fh • 


于是由 （7.40) 得 


FCPi ? P 2 ，分 3) 


这说明，点 p 关于及的配极上的任一点 QOu ， h ) 满足 




( PI ， P 2， P 3) / 


0, 


(7 # 43) 


X 


由于 P 不在 S 上，所以从而 （7.43) 是 〜， 2 ，h 
的一次方程，于是点 p ( e 及）关于 s 的配极上的任意一点0都在 
直线 (7.43) 上，为筒便起见，干脆把整条直线 (7.43) 称为点 P 
( es ) 关于二次曲线否的配极，因此配极也称为极线，它的方程 
是 （7, 43)，或者写成 

3 

2 a HPi x i ^ °* (7.44) 

i ， j — 1 

若点户0^，心^»)在二次曲线及上，且户不是 s 的奇点，则 
以尸为切点的切线方程 (7.42) 与 （7.4 S ) 形式一样，因此，这时我 
们把以户为切点的切线就称为点 p ( e 沒)关于及的极线 • 

若点 P ( Pi ， P 2 ， P 3 ) 是 S 的奇点，则 （ Pi ， P2 ， Pj ») A = 0，从而武 0 
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上任一点都满足方程 (7.43)， 因此，这时我们把任一条直线都看 
作足奇点 p 的极线. 

极线有两条重要 性质： 

h 

(1) 点、 P 的极线上的任何一点 Q 的极线通过点户 • 

证明在点尸 ， P 2 ， P 3 ) 的极线上任取一点 Q ( A ，《 2 ，<?3)，则 
有 

卜 

<<Pl,P2fPz) A ^2 

\Qs 

两边取转置得 



fPi \ 

(A ，々 2 ， *?3) Z P 2 = 0 j 

w 

这表明点 P 在点 Q 的极线 _ t . 

(2) 点 P 的极线通过点 P 的充分必要条件为尸在二次曲线汶 

上. 

证明点 P (h , P 2 , P 3 ) 在自己的极线上的充分必要条件是 

P 1 

P 2 j - 0 ， 

Pj 

即戶在 S 上. 

若及是非退化二次曲线，则 S 沒有奇点，因此上每一点 
P 都有关于及的唯一的极线.反之，％上的每一条直线 + 
^2 X Z + ^3^3 = 0必定是某一个确定的点关于 S 的极线，这是因为 
( Pl ， h ， P 3) A = d fc 2， & 3) 冇唯一的解： 

(Pl ， P 2 ， P8) = ( 办 1 A 

定义 7.13 设沒是非退化二次曲线，心上的点的集合与直 
线的集合之间有一个 一一 对应 r : 点 P 对应于它关于 S 的极线 L P , 
直线 L 对应于它关于>5的极点 A .称^是扩大欧氏平面％关于 


(Pl ， P2 ， Pi) 乂 
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S 的配极映射. 

配极映射保持关联性，这是因为如果点 P 在直线1上，设 Z 
是点的极线，则 P 点的 极线心 通过点 


6.4 自配极三角形 


任给一条二次曲线及，任取一条直线 L ， 它不是习的切线 
在 l 上任取一点 A ( es )， 作点 


a 关于及的极线 l 


A> 


它与 l 交 


于点忍，则 s 必异于乂（假如 b 
= A ， 则通过 A ，从而 A 6 沒， 
矛盾） • 

情形 1. 若 S 不在沒上.则 
作点 B 关于及的极线 L b ， 它与 



图 7.20 


交于 C ， 点 C 必异于 B ， 也异于由于 B 在 A 的极线上, 
所以5的极线~通过由于 (：在 A 的极线 _ h , 所以 C 的极线 
通过乂，同理(：的极线通过 B ， 因此，（：的极线就是于是我 
们得到一个三角形它的每一条边是对顶点的极线，这样的 
三角形称为关于二次曲线沒的自 配极三 角形. 

情形 2. 若5在及 _ b ， 且 B 是 S 的奇点.则过 A 作一条直线 
L Bt 使与的交点 C 异于 B ， 这样也得到一个三角形 Aj 3 C 7, 
它的每一条边是对顶点的极线，因此这也是关于 S 的自配板三角 
形. 


情形 3. 若 S 在及上， 且 5 不是沒的奇点，则 B 的唯一的极 
线通过5，又^^通过必，于是1^与[重合.由于5在否上， 
所以 B 的极线是及的切线，这与已知 I 不是沒的切线矛盾，这 

说明情形3不可能发生. 

■ 


6.5 二次曲 线的射影分类 

任给一条二次曲线艮它在基底 I 中的方程为 （7.35) •现在取 
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关于没的一个自配极三角形作为坐标三角形建立一个基底 
n [ A ， s ， c ，/ a 设汶在 n 中的方程为 



(7.45) 


A ^ BC 的三条边在 n 中的方程分别为 


^ 1* 0) = 0， ^3 = 

因为 sc 是点 a 的极线，所以 sc 在 n 中的方程又应为 

I 


即 


(1，0，-0) 



* 









2 3 


^23 <3八尤 


孝 





于是得 a T 2 ^ Oy a T 3 = 

同理，因为是点万的极线，所以可得^23 = 0,于是 
及在 n 中的方程成为 

a\ X x\ 2 + al 2 x* 2 + at =0. (7.46) 


适当选取自配极三角形的顶点的次序，（ 7 .4 6 )可分为以下几 


种情况： 

情形 AjX * 2 + AgXj 2 + ^3^3 =0’ 又 1 入 2 又 3 年 0; 

情形 2. A^f + A^f = 0, A^^pOj 
1 情形 3. ^i^? 2 = 0, ^i=^0. 

再取基底 m ， 使 ir 到 m 的坐标变換公式为 

P X 1 == 无: • ， 1 = 1，2，3 • 

则从情形1可得 

1 . 1 ) xl+xl + xi = 0i 

1.2) x \+ x \~ x \- 0} 

从情形2可得 

2 . 3 ) xl+xl- 0 ? 

2 . 4 ) 3s\-xl^0i 



从惜形 3 可得 

3.5) 龙； =0. 

因此，任给一条二次曲线 H ， 我们总可以适当选取一个基 
底，使得沒的方程为上述这五个方程中的某一个.由于射影坐标 
变換公式与射影变換的公式在形式上类似，因此由上述结论知， 
对于任 给的一 条二次曲线見我们总可以作一个适当的射影变 
換，使得及变成一条新的二次曲线而;^在原来基底中的方程 
为下述 之一： 

^l+xl + xf-0, x\ -b X 2 ~ xl - O y 

(7.47) 

x\ + x\~ 0, x\~ x\~ 0, x\ = 0. 

前两条二次曲线是非退化的，后三条是退化的.不难看出，这五 
条二次曲线彼此不射影等价（所谓两条曲线是射影等价的，意思 
是存在一个射影变換把其中一条变成另一条）.这样我们得到 

定理 7. 8射影平面上所有二次曲线分成五个射影类，它们 
的代表是 （7.47) 中五个方程所分别表示的曲线.前两类里都是非 
退化的二次曲线，后三类里都是退化的二次曲线. 

容易苕出，第一类都是沒有轨迹的二次 曲线； 第二类里的二 
次曲线足原欧氏平面上的椭圆、双曲线和抛物线幷且补充了它们 
的渐近方向 （ 如果有的话)所对应的无穷远点；第三类里的二次曲 
线都是一个点；第四类 II 都是一对相交 直线； 第五类甲.都 3 — 对 
重合直线. 

射影平面1•.的椭圆，双曲线和抛物 
线住 同一个射影类里，这是不奇怪的 • 

譬如，在中心投影下，椭圆、抛物线和 
双曲线可以互变，如图 7. 21:椭圆是平 
面％与圆锥面的交线，抛物线是％与 
圆锥面的交线，于是以圆锥顶点为中心 
的从％到 A 的中心投影】巴椭圆变成_ 

物线，其余类似^ 






* e . e 斯坦纳定理，巴斯卡定理，布里昂香定理 


本小节讨论非退化二次曲线的三个定理.木小节所指的非退 
化二次曲线都把无轨迹除外. 

斯坦纳 ( Steiner ) 定理如果一条非退化二次曲线沒上给定四 

个不同的点则沒上任意一点 P 与它们的连线的交 

比是一个常数（与点 P 在沒上的位置无关）. 

如果 P 点与给定的四个点中某一个点（譬如 4) 重合，则 A * A 19 
A K A z , A , A t ^^ A x 处的切线的交比 (44, A 4 A 2 J A 4 A 3 , A 4 T ) 



仍等于上述常数. 

证明 易看出 A ，人 ，次 
是一般位置的四个点，因此可取 
基底为 [乂1 人]，于是沒 
的方 程为： 

^12^1^2 ^23^2^3 ^13^1^3 = 0， 

(7.48) 


其中， ^ i2 a 23 fl i3 ^ F0 , a i2 + a 2Z + a iZ ^ 0 . 不失一般性，可设 

口 23 = 1，^13 ^ — 七 ， = — 1 ， ^C^rO ^ 1 * 

于是 （7.48) 成为 

x 2 x z - hix x x z + </c ^ 1} X \ X 2 - 0# (7.49) 

设 P 点坐标为则它们满足方程 （7.49). 直线 PA , 
/> A 2 , PA 3 , 的方程分 别为： 

2 — ^2-^g = 0 ， 一 乂 1)^3 = 0 ， 一 ^ 2 ^^I ^ 1 ^ 2 二 0, 

( x 2 — x s )X l — (Xj — x z )X z + - x 2 )X z = 0* 

从而 PA 1 } PA 2 ,PA 9 , PA a 的射影坐标分 别为： 

(0 J 3 , -尤 2 )，（父 3 ,0, _义）， 

欠 1(0 ， 乂3 ， ■*" 父2)—欠2(欠3，0， — 欠 1) ， 


(乂 3 一 \)(0 J ? ， 一 h ) + (4一 A )( A ， 0 , 一 A )， 

因此 
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{ PA l } PA 2 , PA 3? PA ^ 


义 3 



X 


2 


欠 2( 欠 1 - 乂 $) 

^ f v _ V \ 9 

— 义 8夕 


( 7 , 50 ) 


由 （ 7 . 49 ) 可得 


x 2 ( x t ^ x s y 


因此 


欠1(*^2 — 欠3) • 

fP ^Zi ^ 乂3，尸^^4): 


番 


p> 


当点 P 趋 近于八 时， （ iVlhPAwPA ^ PA ,) 总是 等于女 ，而 

I 

割线 p 次趋近于切线 AJV 于是经过取极限就得到 


(^4^1 ? ^4^2 ? ^4^3 ^ ^4^) 





利用斯坦纳定理可以 iff 明下'述的巴斯卡定理. 


C 斯卡 （ Pascal ) 定理 

三对对边的交点一定共线. 
即如果，&，(：/ 

在一条非退化二次曲线否 
上，设与交于 P , 
与/ ，(7交于 Q ， BC ， 与 
PC 交于/?，则共 

线. 


条非退化二次曲线的內接六角形的 



证明设 BC ' 与直线 


图 7.23 


PQ 交于 A ， 若能证得尽=及，则及在 PQ 上. 

设与 A ' (:交于//，设与 AM 交于从束 Q 与 
割线 SC 7 来看，有 

{QB,QH,QC f ,0^> = (B ， H } C ， ，&). 

从束 Q 与割线丑来看，有 

iQB,QH,QC f ， Q/? 1 ) = (OB,QA 、 <3G,QP) = (j9 ， A/;G, J P). 
由上两式得 


HB ， H } C "， RXB ， A 、 G ， P \ 


(7.51) 


再从束乂与割线来看，有 
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(B } A^ f G 7 P ) ^ (AB .AG 9 AP) m (7 # 52> 

对于朿 A 和求 C ， 用斯坦纳定理，得 

(AB f AA^ 9 AG.AP) = (CB y CA^CC\CB^ m (7.53) 

再从束 c 和割线来看，有 

CCB ， CA f . CC ^= ( B，Hf ，/?)• (7.54) 

由 （7.49) — （7.54) 得 



从而及1 =犮，即只在直线 PQAi . 

* 

巴斯卡定理的对偶命题是下 
述布里昂香定理， 

k • ** j ’ 

布里昂香 （BrianphoQ 定理 

, ■* ■ 

连接非退化二次曲线的外访六边 
形的对顶点所成的三条直线相交 
于一点 • 


习 



1. 在射影平面上给了五个点，求由它们所确定的二次曲线《 

A (1,_1，0)， B (2,0,~1)， C (0,2，-1), 

D(l ， 4, -2), 五 (2,3, -2). 

2. 求通过点 A (1 ，0，1) , B (0,1 ，1> , C (0,- 1,1), 幷且以直 

线 i 1: 〜_々= 0和直线/ 2: = 0 为切线的二次曲线. 

3. 求点 P ( l ，2， l ) 关于二次曲线 

x\-xl + - 2x t x z - 4^1^3= o 

的极线， M 

4. 证明： 不在二次曲线 S 上的每个无穷远点的钣线是共艇 
于此无穷远点所对应的方向的直径 # 

5. 证明： 非退化二次曲线 S 的中心(若有的话）的极线是无 
穷远直线. 
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6. i 正明： 双曲线上的无穷远点的很线是它的渐近线，从而 
双曲线上无穷远点处的切线是渐近线. 

7. 证明： 抛物线上的无穷远点的恨线是无穷远直线，从而 
无穷远直线是抛物线的切线， 

8 . 证明： 圆锥曲线（即椭圆，双曲线和抛物线，以下同）焦 
点的极线是准线 # 

9. 从圆锥曲线外一点 P 作圆锥曲线的切线的方法为：从尸 
作任意两条直线使得 A 与圆锥曲线交于巧，连//而, 
H 2 H 0 连仏心，它与交于连 它与 /^(^交于 
B ; 连 AB ， 它与 分别交 它与圆锥曲线交于 A , 
c 2 . mpc lf pc 2 f 它们就是从 P 所引的圆锥曲线的两条切线 • 说 
出这种作法的理由. 



*10. 怎样用直尺作过圆锥曲线上给定点的切线？ 

*11. 对于非退化二次曲线及，给了 -个配极映射 T ， 它把 
点对应于点尸的极线~仏/ 2 ，匕)，设 r 的公式为 



(1) 求直线巧+心+ ；(； 3 = 0的极点 j 
(2> 求自共轭点的轨迹（一个点 P 的极线若通过 p ， 则称 P 
是关于 S 的自共辗点.易知，非退化二次曲线 S 的自共轭点的轨 
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0101004 

I 

迹就是二次曲线及本身). 

*12. 如果一个完备四点形內接于一条二次曲线5，那末它 
的三对对边的交点形成一个自配极三角形. 

*13. 证明： 射影平面上任给一般位置的五个点 〈即 其中任 
意三点不共线>,有且只有一条二次曲线通过它们. 


300 


























































































































































































































